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МАТЕМАТИКА

Г. ГЕОРГИЕВ

ФОРМУЛЫ МЕХАНИЧЕСКИХ КВАДРАТУР С РАВНЫМИ 
КОЭФФИЦИЕНТАМИ ДЛЯ КРАТНЫХ ИНТЕГРАЛОВ

(Представлено академиком М. А. Лаврентьевым 13 I 1953)

В статье (т) мы установили формулы вида
N

$$ Р ?) dx dy = 2 Р (хь уі),
R І=1

N

у, z)dxdydz = ^hP^x., yb Zi)
І = 1

механических квадратур с минимальным числом членов для двойных 
и тройных интегралов.

В настоящей статье приводятся формулы механических квадратур 
для случаев, когда коэффициенты Хг равны.

Формулы для двойных интегралов. Обозначим через 
множество всех полиномов Р(х, у) действительных переменных х, у, 
степень которых не превышает натурального числа п. Пусть R есть 
двумерная область такая, что двойные интегралы

hr = xkyrdxdy (А>0, r>0, A + rO) 
R

существуют. Условимся говорить, что существует формула механи­
ческих квадратур с минимальным числом членов и с равными коэф­
фициентами, применимая к множеству Сп, если возможно определить 
минимальное натуральное число N и действительные числа X, Xi, yt 

таким образом, что формула
N

Р (х, у) dxdy = \^Р (xh у,) (1)
R І=1

будет верна для всякого полинома Р(х, у) €
Получаются следующие результаты:
1°. Для того чтобы определить все формулы вида (1), применимые 

к множеству и произвольной двумерной области R, вводим по­
лином

Р(х, у, z; Q = __L
о 
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Так как Д является определителем положительно-определенной 
квадратичной формы I (и, v, w) = (их + vy + w)2 dx dy, то Д>0.

Согласно определению функции F будем иметь:
I. F(x, У, Z; В, 7), О = F$, 7], С; х, у, Z).

II. у, 1; с, т],. l)did-q = F(x, у, 1; х, у, 1)>0.
R

III. Кривая второго порядка F(x, у, 1; х, у, 1) = с//00 (с>1) есть 
действительный эллипс с центром Мо (х0, у0), х0 = 110/100, у0 = /01//00.

С помощью этих замечаний устанавливается следующая теорема:
Теорема 1. Существует бесконечное множество формул ме­

ханических квадратур с минимальным числом членов и с равными 
коэффициентами, применимых к множеству С^} а произвольной 
двумерной области R. Эти формулы трехчленны-.

з
§ Р (х, y)dxdy = К 2 Р (xit Уі),
R 1=1

где X =/00/3, а координаты хі, yi удовлетворяют уравнениям

F(xb Уь 1; xi, yb 1) = F(xk'yk, V,xnyr, 1) = 0’ (k<r),

т. е. треугольник с вершинами М,(хь уі) является вписанным в 
эллипс F(x, у, 1; х, у,- 1) = 3//00 и одновременно описанным около 
эллипса F(x, у, 1; х, у, 1) = 3/2/00. Точки М{(хь yt) можно полу­
чить, выбрав одну из них (?, на эллипсе F (х, у, 1; х, у, 1) = 3//00 
произвольно, а две другие определяя как точки пересечения этого 
эллипса с прямой F(x, у, 1; В, tj, 1) = 0.

2°. Для того чтобы определить все формулы вида (1), применимые 
к множеству и двумерной области R, симметричной относи­
тельно начала координат, вводим полином

Ф(х, у, е, 70 = -^
о
5
7)

I 20

Л1

'11

I 02

Fo X 11

'11 J 02
8 =

3 ак как 8 является определителем положительно-определенной 
квадратичной формы I(и, v) = \^ (их + vy)2dxdy, то 8>0.

Согласно определению функции f, будем иметь:
I. f(x, у; t 7]) = f(t, 7]; х, у).

п. у; ^)^^ = /оо/(х, у; х, у)>0 для л2+у2>0.

III. Кривая второго порядка /(х, у; х, у) = с (с>0) есть эллипс 
с центром в начале координат.

С помощью этих замечаний устанавливается следующая теорема:
Теорема 2. Существует бесконечное множество формул ме­

ханических квадратур с минимальным числом членов и с равными 
коэффициентами, применимых к множеству Cf и двумерной 
области R, симметричной относительно начала координат. Эти 
формулы четырехчленны-.

Р (х, У) dxdy = X 2 Р (хі, yi), 
R і = 1 
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где к = /оо/4, а четыре точки Мфхі, у^ являются вершинами паралле­
лограмма, вписанного в эллипс f (х, у; х, у) = 2 и одновременно 
описанного около эллипса f(x, у; х, у) = 1. 'Каждая точка эллипса 
f(x, у, х, у) — 2 является вершиной одного такого параллелограм­
ма, а четыре касательные к эллипсу f(x, у, х, у/) = 1 в концевых 
точках двух сопряженных диаметров являются сторонами одного 
такого параллелограмма.

Формулы для тройных интегралов. Обозначим через 
множество всех полиномов Р(х, у, z) действительных перемен­

ных х, у z, степень которых не превышает натурального числа п. 
Пусть R есть трехмерная область такая, что тройные интегралы

Ikir = ^xkylzrdxdydz (й>0, Z>0, r>0, k + I + г^п) 
R

существуют. Условимся говорить, что существует формула механи­
ческих квадратур с минимальным числом членов и с равными коэф­
фициентами, применимая к множеству если возможно определить 
минимальное натуральное число К и действительные числа К, Xt, yi, Zt 
{iК) таким образом, что формула

n
^р(х> У’ z)dxdydz = \^P{xi, yt, z^ (2)
R і=1

будет верна для всякого полинома Р (х, у, z) €
Получаются следующие результаты:
1°. Для того чтобы определить все формулы вида (2) для множе­

ства и произвольной трехмерной области R, вводим полином

1
ф(х, у, z, /; ;, 7], С, т) = ——

О / х у z
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Лоі Лоі 011 002

Так как Д является определителем положительно-определенной квадра- 
тичной формы / (и, v, w, 0) = (их + vy + wz + &)2 dx dy dz, то A > 0.

Согласно определению функции Ф, будем иметь:
I. Ф (х, У, Z, t\ 5, 7], с, т) = Ф (с, 7j, С, т;; х, у, Z, t).

II. Ф2(%, у, z, 1; 5, т), С, 1)^5 dt]d^ = Ф (х, у, z, 1; х, у, z, 1)>0.
III. Поверхность второго порядка Ф (х, у, z, 1; х, у, z, 1) = с/Л00 

(с>1) есть действительный эллипсоид с центром 7И0 (*о, ^о> z0), 
Хо = ЛооМооо, Уо = ^ою/Лооі — ^ооіі^ооо*

С помощью этих замечаний устанавливается следующая теорема:
Теорема 3. Существует бесконечное множество формул ме­

ханических квадратур с минимальным числом членов и с равными 
коэффициентами, применимых к множеству и произвольной 
трехмерной области R. Эти формулы четырехчленны:

Р(х, у, z) dx dydz = \^P(Xi, yh Zt),
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где к = /000/4, а координаты Хі, у,, Zi удовлетворяют, уравнениям
А

Ф (Хі, у,, Zi, 1; Хі, Уі, Zi, 1) = 1— (i = 1, 2, 3, 4),
1 000

Ф(х*, Ук, zk, 1; xr, уr, zr, 1) = 0 (£<r).
Таким образом, тетраэдр с вершинами Mi (х,-, у/, Zi) является 
описанным около эллипсоида Ф (х, у, z, 1; х, у, z, 1) = 4/3/000 и 
одновременно вписанным в эллипсоид Ф (х, у, z; 1; х, у, z, 1)=4//000. 
Каждая тонка последнего эллипсоида является вершиной бесконеч- 
ного множества тетраэдров этого вида.

2°. Для того чтобы определить все формулы вида (2), применимые 
к множеству С3} и трехмерной области R, симметричной относитель­
но начала координат, вводим полином:

0

<р (х, у, z\ т], С) = 5Too 
6

X У Z
Лоо Ты Лоі

110 Л20 Ли

Лоі Тп ^002

Too
I 110

Л10 X 101

Л20 Ли

Л11 Ло2

8 =

Так как 8 является определителем положительно-определенной квадра­
тичной формы I (и, v, w) = jjj (их + гу -j- wz)2 dxdy dz, то 8>>0.

Согласно определению функции с?, будем иметь:
I. ср (х, у, z\ $, С) = <р (В, т), С; х, у, z).

II. ср2 (х, у, z; 5, С) d^d-^d^ = /000 <р (х, у, z\ х, у, z)>0 для 
R

л2+У + г2>0.
III. Поверхность второго порядка (х, у, z; х, у, z) = с (с>0) 

есть эллипсоид с центром в начале координат.
С помощью этих замечаний доказывается следующая теорема:
Теорема 4. Существует бесконенное множество формул 

вида (2), применимых к множеству и трехмерной области R, 
симметричной относительно начала координат. Эти формулы 
шестичленны:

в
\\\Р(х, у, z)dxdydz==l^ Р(Хі, уіг z{), 
R I. =1

где X = /ow/6. Координаты первых трех точек М, (хі, yit Zi) удовле- 
111творяют уравнениям----- 1-------Н— = 1, фі2 = 0, ?із = 0, <р23 = 0

9іі 922 9зз

? (Xk, Ук, zk", хг, yr, zr)), а координаты остальных трех точек 
Mi определяются по формулам х,+ 3 = — Хі, уі^.3 — —yi, Zt+3 = — zt 
(1=1, 2, 3). Таким образом, точки М, являются вершинами окта­
эдра, описанного около эллипсоида ® (х, у, z; х, у, z) = \ и одновре­
менно вписанного в эллипсоид <р (х, у, z; х, у, z) = 2 так, что сим­
метричная точка относительно начала координат каждой его вер­
шины является также его вершиной.
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