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В теории фильтрации встречаются частные случаи следующей нели­
нейной системы дифференциальных уравнений в частных производных:

В случае, когда —-—-С-— - = const, i, j = 1, 2,..., п, система (1) может 
xij5ij "г

быть приведена к конечной системе обыкновенных дифференциальных 
уравнений.

Введем следующее преобразование:

т) = xt~a, (2)
где

_ ___ aj___  
kijsa + lu‘

Частные случаи преобразования (2) применялись Л. С. Лейбензо- 
ном Ц) для сведения к обыкновенному дифференциальному уравнению 
нелинейного уравнения в частных производных турбулентного дви­
жения газа в пористой среде и П. Я. Полубариновой-Кочиной (2) для 
сведения к обыкновенному дифференциальному уравнению нелинейного 
дифференциального уравнения в частных производных фильтрации 
грунтовых вод.

Применяя преобразование (2) к системе (1), получим в результате 
следующую систему обыкновенных дифференциальных уравнений

" d^ Г т Г ТИ
2 —р~ ’i 'fij («1> • • • , Un) — =
<=і d-^lJ L J J

= (- (“r • P у = 1 2,..., и.
' 1 L dri J J (3)
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Уравнения фильтрации газированной нефти в пористой среде при 
степенном законе фильтрации с показателем х являются частным 
случаем системы (1).

Введем следующие обозначения: f— пористость среды; р — насыщен­
ность порового пространства раствором; k — проницаемость; рж — абсо­
лютная вязкость жидкости; рг — абсолютная вязкость газа; s (р) — вес 
газа, растворенного в единице жидкости; $ (р)— изменение единицы 
объема жидкости при растворении в ней газа; чг(р)—удельный вес 
газа; тн (р) — удельный вес нефти; Fr — фазовая проницаемость для газа; 
FH — фазовая проницаемость для нефти.

До сих пор принималось, что Fr и FH являются функциями от одной 
лишь насыщенности р. Наши дальнейшие рассуждения будут справед­
ливы как для этого случая, так и для случая, когда Аж и Fr зависят 
также и от давления.

Полагая в уравнении (1) hj =1, Sij—\, п — 2, и1=р, u2 = Р, 
rrij — т,

Зх_ 1

/и (А Р) = с [Fr (р)]“рг (р)^ [Тг Ж +

+с----------------- -------------------- = фі (а р);

/12 = 0; (4)

Л1 =----------------------------------------= ф2 (р, р) ;

/22 = 0,

где с — константа, зависящая от свойств нефтяного пласта,

„_Л_г_ (8)

?2~ k0 ^(р)'

получим уравнения фильтрации газированной нефти в следующем 
виде:

7 = 1.2. (6)

где т может быть равным 0, 1, 2. При т = 0 получим одномерную 
фильтрацию; при т — 1 — плоско-радиальную фильтрацию и при 
т = 2 — сферически-радиальную.

Случай х — 1 соответствует линейному закону фильтрации.
Насколько нам известно, в литературе рассматривалась лишь филь­

трация при линейном законе (3), причем какие-либо решения системы (6) 
для неустановившегося течения жидкости отсутствовали.

Представляет практический интерес рассмотрение системы (6) при 
граничных условиях:

при х = 0 Р = Pi

и начальных условиях:

при t = 0 Р ~ Ро, Р = Ро-
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Система обыкновенных дифференциальных уравнений, соответст­
вующая системе (6), получится из (3) в виде

при граничных условиях

при т; = 0 р =д; при т] = оо Р=Р0, Р = Р0-

Уравнения движения трехфазной смеси нефть — вода — газ в пористой 
среде также являются частным случаем системы (1).

Полагая в ней 1ц = 1, ,= 1, п = 3, и^—р, и2 = рн, и3 = рв:

/11 ^Р’ Рн’ Рв) = С [Гг (Рн’ Рв)1 2 [Иг (?)F~2X [Тг (Ж +

[FB(PH, Рз)]^^)]1-2"^)]"^^^ ,

+ с---------------- МТ)---------------- +
, [^в (Рн. Рв)] ~ [Ив (Р)]1-2Х [Yb (р)Г-1 (р) , .
+ с--------------------- ---------------------------= Ф (а Рн, рв);

/12=/1з=0;

f. , [ЛЛРн. Pb)]^^^^]/^ . , .
/21 (р’ Рн- ра) =с--------------------- --------------------------- = Ф2 (Р’ Рн- рв);

/22 — /гз = 0; (7)

Зх—1

/зі Рн’ Рв) = С
[^(Рн- Рв)] 2 (ив(Р)]1-2Х[Тв(/’)]Х“1

= ф3 (р> рн> рв);

/з2 — /зз = 0;

„ , . f Г«н(Р)Рн . «в(Р)Рв , , . J?1 (Р> Рн- Рв) = k [-р^)- + + Тг (?) (1 - Рн - Рв)].

/ \ / Рн
?2(?. Рн. Рв)=^К;

/ „ X т Рв?3 (?> Рн> Рв) — k рв (р) .

где обозначения те же, что и прежде, а индексы «н» и «в» указывают 
на принадлежность величин к нефти и воде, получим уравнения 
движения трехфазной смеси в виде

(8)

где, как и прежде, т может быть равно 0, 1, 2.
Насколько нам известно, задача в такой постановке рассматривается 

впервые.
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Представляет интерес решение системы при граничных условиях 

при х = О Р — Pz

и начальных условиях

при t = 0 р = р0, Рн = Рн0> Рв = рв0.

Система обыкновенных дифференциальных уравнений, соответ­
ствующая системе (7), получится из (3) в виде

d Г ml I \ ( Vl 1 ₽н’ ₽в) , 10 9 /Qv
—— 7]тФ . ( », р , 0 ) -7- =------- ГТ 71т+1 —---- ----------  , / = 1, 2, 3 (У)dy L “«’ W df} / J х +1 1 dt\ J v л

с граничными условиями

при 7] = 0 р^р-, при 7] = ОО Р=Р„ Р„ = Рно> Рв = Рво*

Поступило 
18 VI 1952
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