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ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ НЕКОТОРЫХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ 
ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ 

И ОЦЕНКИ ПОГРЕШНОСТИ
(Представлено академикам С. Л. Соболевым 711953)

Положим, что требуется найти решение самосопряженного эллип­
тического дифференциального уравнения 2-го порядка Ц)

т т . , .

2 + <»
/=1*=1 1

при краевых условиях вида 
«U = 0, (2)

- т т д ~
Scos(v,^) =0> (3)

L7=i *=i
где pjk — непрерывно дифференцируемые функции независимых пере­
менных . .. , в конечной области Q + S; v — внешняя нормаль 
к S;/—квадратично суммируемая функция в Q.

т т
Если квадратичная форма 2 ^.Рі^і^і положительно-определен- 

ная и коэффициент с^О при краевом условии (2) и имеет положи­
тельную нижнюю грань при краевом условии (3), то оператор А 
положительно-определенный и указанные краевые задачи, как из­
вестно (2), приводятся к задаче о минимуме функционала

Ff (и) = (Аа, и) — 2 (/, и) =
/ т т

=Us (4>
h 1 1=1 й=1 J к I я

Наряду с указанной краевой задачей рассмотрим краевую задачу 
для уравнения (1) с правой частью f при тех же краевых условиях 
(2) или (3).

Соответствующее решение обозначим через «' и определим прибли­
женное значение скалярного произведения

(/', и) = ^f'adQ. (5)
я

На основании результатов работ (3,4) имеем
Ь “Ь I(/',«) _-АТ-А|< 8, (6)

8 = у У(а„ — а'п) (сп — с*п). (7)
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Здесь величины ап, Ь„, сп, а„, ЬУ, Сп должны быть определены 
так, чтобы имели место неравенства

dn + 2&n X + ch X2 Ff+w (и 4~ Хи') ап + 2й,Д -j- спХ2 (8)

при любом значении вещественного параметра X.
Для определения ап,. . . , с*п предварительно преобразуем задачу 

об определении минимума функционала (4) к задаче об определении 
максимума другого функционала Н, так чтобы минимум F^ (и) был 
равен максимуму Н.

Для некоторых частных задач преобразование проблемы мини­
мума к проблеме максимума дано Фридрихсом и изложено в (б).

Излагаемый ниже метод преобразования задачи об определении 
минимума Fj\u) к задаче об определении максимума функционала Н 
может быть применен к широкому классу линейных краевых задач.

Составим дифференциальное уравнение Эйлера для функцио­
нала (4). Имеем:

т а
<9>

;=і
где 

т т
= 2 2да+са’ ^ = 4’

7=1 *=1 (10)
dF mFu = cu, Fuj=^ = 

7 a=i

Введя новые переменные FUj и Fa, найдем из (10)

т 1
2лА’ а= cFw (’о
7=1

где ||р'-А||—матрица, обратная по отношению к матрице 
Краевое условие (3) запишется в виде

У cos (v, Xj) FUj = 0.
- 7=1 Js

(12)

Далее, пусть u0 — элемент, реализующий минимум функционала (4) 
Fuk, Fu — значения левых частей (10) при и = и0, ик = ди01 дхк.

Составим выражение

J S Zp'^-f.,) (f\-f.,)+ (13)
Q 1 7=1 A=1

прибавляя к левой части (13) и вычитая из нее выражение 2^/wocQ,
п

получим, принимая во внимание (4), (10) и (11):

S - т гп . х
2 2^А^ + 

П J=1 Л=1 ‘
? f т-2j
П 1 ’

(14)

222



Так как левая часть (13) или, что все равно, (14) достигает мини­
мума при Fu = Fu, FUk = Fuk(k=b‘ .. , m), то сумма интегралов в (14) 
достигает минимума также при Fu = Fu, FUk —Fuk, и этот минумум 
равен —F^ (u0)-

Преобразуем второй интеграл в (14) по частям:

В силу краевых условий (2), (12) второй интеграл в (15) равен 
нулю.

Очевидно, что минимум левой части (14) не изменится, если на 
функции Fu и FUk наложим дополнительное условие (9), ибо левая 
часть (14) достигает минимума при Fu = Fu, FUk~ ^uk.

При выполнении условия (9) первый интеграл в правой части (15) 
также равен нулю и, следовательно,, второй интеграл в правой 
части (14) равен нулю.

Таким образом, мы приходим к следующему выводу:
Теорема 1. Минимум функционала

С ( т т , л ,
= ^PpJ\FajF\F^ (16)

О ' 7=1 А=1 '

где функции {а} = {Fu, FUl,. .. , FUm] удовлетворяют уравнению (9) 
и в случае краевого условия (3) удовлетворяют также (12), равен 
— Ff(u0), т. е.

min Н (а) = — rf(u0) = Н (а0), (17)
где

Ы = № О-

Для получения неравенства (8) можно взять любые допустимые 
элементы ип + 'Ки'п, удовлетворяющие граничным условиям (2) или(З), 
и функции {а„ 4-ХаД = {F^ + IF™', F™ + IF™', • • •}. удовлетворяю­
щие уравнению (9) с правой частью (f+ а в случае крае­
вого условия (3) удовлетворяющие также уравнению (12), и поло­
жить:

Ff (ип -Г Хи„) = ап -|- 2Ь,А -Т Л , (18)

В данном случае положим, что ип и ип являются решениями урав­
нений

Л1М’=/, (19)

при краевых условиях (2) или (3), где Лі — самосопряженный эллип­
тический дифференциальный оператор

777 777 Л / Л11 \А* = 2 2^(*гфл'

Й=1 у=1 ] 4

(20)
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Pjk — непрерывно-дифференцируемые функции независимых перемен­
ных Хц . . . , Xs-

Далее положим:
tn

Fu* — с* и", F- 3«, (2D£=1 
tn

* и*г — С II j F”j = 2 Pj^’’ (22)
k=l

tn m

= 2 pnF"j - = 2 nFt •
7=1 >=i

где ||/it* || — матрица, обратная по отношению к матрице ||ptj|.
Очевидно, что функции (21) и (22) удовлетворяют уравнению (9) 

с правыми частями / и f, соответственно, и условию (3) и явля­
ются, следовательно, допустимыми элементами для определения 
минимума функционала Н (а).

Подставляя (21) и (22) в (16) и принимая во внимание (4), (17), 
(18), найдем: 

л / m m .

О 1 7=1 Й = 1 J к }
л . m m

+ j 2 3 (4-/’,")^,+ ({-Діф <23> 

О 7=1 й=1 >

Далее, сп— с*п равняется правой части (23), в которой и* заме­
нено на и*' и Fuk заменена на F^ .

bn = \ ( У У,p.k ~ + си*и*4 dQ. — 2 {f'udQ.,
.) XJ Zj z дх, dxh 1 I J-7
о 1 7=1 m ' * ) я

p r m m . i
bn = \ 2 2 p^W + c F^ dQ- (24)

h 7=1 *=i

Подставляя (24) и (23) в (6) и (7), найдем приближенное значение 
для ^f'udQ и оценку погрешности 5.

я
Введя функцию Грина G = Gr + G2, где Ох —функция, обладаю­

щая той же особенностью, что и функция Грина G, и удовлетворя­
ющая условиям (2) или (3), и обозначая AG2=f, получим

и = GfdQ. = 5 GrfdQ + 5 fn (25)
Я Я я

Воспользовавшись (25), найденным приближенным значением вто­
рого интеграла в (25) и оценкой погрешности 8, найдем приближен­
ное значение для и и оценку погрешности.

Поступило
30 X 1952
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