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МАТЕМАТИКА

В. п. скитович
ОБ ОДНОМ СВОЙСТВЕ НОРМАЛЬНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 12 I 1953)

Предлагаемая работа является обобщением работ С. Н. Бернштейна 
(!) и Б. В. Гнеденко (2).

Будем рассматривать совокупность независимых случайных вели­
чин Хь Хъ., Хп и линейные формы от этих случайных величин *

* Величины не предполагаются одинаково распределенными.

Л = а^Х^ + а2Х2 +... + апХп,

1-2, = + Л'Л + • • • + ЬпХп,
такие, что аф, 0 (i = 1, 2,..., п).

Теорема. Если линейные формы 1Г и 12 независимы, то все 
случайные величины Xt распределены нормально.

Коротко наметим путь доказательства.
Пусть fk (t) — характеристическая функция случайной величины 

lk (А = 1,2) и <рг (0 — характеристическая функция случайной вели­
чины Xi (i = 1,2,..., п); тогда

А (О = II WW,
І=1

л w = П (м> (о
і=1

AWAW = П ?г(^ + М-І=1
Легко показать, что ни одна из характеристических функций, входя­
щих в (1), не обращается в нуль.

Обозначим
Д\(0 = 1пАЮ (£ = 1,2),

(t) = In at (t) (i = [, 2,..., n); 
тогда

+ = 2 W + W- (2)
i=l

Придадим t и t произвольные приращения и hy.

'I i (t 4- hi) -f- M 2 (т -f- Аг) = 2 Фі "Ь bit + аф^ bih^), (3) 
i=l
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(t + Ai) + ^2 = 2 Фі W + a>hJ’ (4)
І=1

(г1) + ^2 (т + Л2) = 2 Ф; (ad + bit + Ь^. (5)
/==1

Складывая (2) и (3) и вычитая из них (4) и (5), получим

2 Ft (ait + bit, h^i, h^bi) = 0, (6)
i=l

где
Ft (ait + bit, h^i, h^bi) = <p; (ait + bit + + bih2) —

— фг (ait + bit + ath^ — (ad + bit + bih^ + (ad + bit).

Так как формы и /2 независимы,, то найдутся коэффициенты 
bk, at, bi такие, что akbi — aibk=F°-

Обозначим ad + bkt — z и ait + bit = и. Величины z и и независимы.
Перепишем теперь функциональное уравнение (6) так:

2 Fr (crz, CrhiUk, crh2bk) + 2 Fj (d}u, djh&i, djh2bi) + 
' j

+ 2 Fs (csz + dsu, hras, h2bs) = 0. (7)

Суммирование производится по всем значкам г, j, s, для которых 

art + brt = crz, ajt + bjt = djU, ast + bst = csz + dsu.

Если 2 Fs пуста, то равенство (7) возможно только тогда, когда

2 Fr (crz, crhxak, Crhibk) ^ — ^Fj (djU, dj^ai, d^bi} = C (hlt h2\ (8) 
r j

Положим теперь

2 фг (crz) = W (z), hxak = h, h2bk = h, C (-£-, (k);
\ak °k J

тогда
Д1Т(2) = С1(Л). (9)

Из уравнения (9) следует, что ЧТ (z) — многочлен второй степени. 
Так как случайные величины Хг независимы, то все они распределены 
нормально (3).

Аналогичный результат может быть получен и для случайных 
величин Xj.

В том случае, когда ^Fs не пуста, мы придадим новым перемен- 

ным z и и произвольные приращения А3 и Л4 точно так же, как это дела­
лось для величин t и t.

В результате получим

2 Ф$ (с& + dsu, hxas, h2bs, h3cs, bids) = 0, (10)
5
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где
Ф.? (CgZ 4" dsit-, h\Cisi si h3Csi h^d ■

— Fs (csz 4- dsii 4- h3Cs 4~ h^ds, h^cis, h2bs)

— Fs (csz + dsit + h3cs, hyas, h2bs) — Fs (csz + dsu. + hids, h^s, h2bs) +

4- Fs (csZ 4- dsiiI h^s, h2bs)-

Функциональное уравнение (10) аналогично уравнению (6), но 
число неизвестных функций, входящих в него, по крайней мере на 
две меньше.

Выберем из коэффициентов cs, ds какую-либо пару ср, dp-, тогда 
либо для всехст , dm (ст =1= 0 и dm^ty cpdm — cmdp — ^‘, либо най­
дется хоть одна пара cq, dq такая, что cpdq — cqdp=f=Q.

В первом случае, обозначив cpz 4- dpu = v, мы получим, что 
^Fsi^Fr и ^Fj являются многочленами степени не выше первой, а 
sr j
2 (^z + ^и)> 2 (crz) и 2 Ъ (djU) — многочленами степени не выше 
s Г j

третьей.
Следовательно (на основании (4) и (3)), все случайные величины 

Xt будут распределены нормально.
Во втором случае, обозначив cvz+dpu = v и cqz 4- dqu = w, будем по­

ступать так же, как мы поступали при решении функционального 
уравнения (6). В результате мы либо решим функциональное уравне­
ние (10) (а следовательно, и уравнение (6)), либо придем к уравне­
нию аналогичного вида, но с числом неизвестных функций, по крайней 
мере, на две меньше, чем в уравнении (10), и т. д. Так как число не­
известных функций конечно, то этот процесс рано или поздно обо­
рвется.

Решением последнего уравнения будет многочлен не выше второй 

степени, а из этого следует, что 2'Мсг2'), 2'^(^я)и2 +
г j s

будут многочленами. На основании (4) они будут многочленами вто­
рой степени, и все случайные величины у,- будут распределены нор­
мально.

Поступило
22 XII1952
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