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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА

А. Г. БАБУКОВ

ОБ ОДНОЙ ГРАНИЧНОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ ТЕЛЕГРАФНОГО 
УРАВНЕНИЯ

(Представлено академиком С. А. Христиановичем 3 XII 1852)

Рассматриваемая ниже задача встречается в теории глубинных 
насосов; к ней же приводится ряд других задач теории продольных 
колебаний стержней и электротехники.

Задача. Найти периодическое периода Т=2п/а>, непрерывное 
при решение уравнения

О < < ^2 < ^З < Т' + ^0

дги . о ди 2 д2и
(О

при граничных условиях

и (0, t) = 0 (*>0); (2)

«(А ^)=ЛЮ + А (^о < ^1)>

ди (1, _ п
дх ~1

М4 t^f^ + B (^2 ^з)> (3)
ди (1, t) _ 

дх и ^3<t<T+t0)

и условиях (непрерывности)

«(4 и=/1(^о) + Л 

и (/, ^2) = /2 (^2) + В.
(4)

Условие (3) записано для промежутка <Т +10, за пределы
которого с возрастанием t периодически продолжается с периодом Т; 
/і>/2 —заданные непрерывные функции времени; А, В — некоторые, 
неизвестные заранее, константы.

Перепишем (3) в виде

+ (5)

где h — const > 0, а, х, хь Х2 — периодические периода Т функции
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времени, принимающие на (Zo, Т + Zo) значенияинтервале

a (Z) = 1(° (^о С z <C Zi, t2<^t t3),
11 (Zj Z < ^2> < t 7 4* Zo);

Xi W = -
( 1 fo<t<czj,
Io fi<t< t + ^o);

/2 (0 = |[0 (t0<t< ^2> ? 4 Zo),
11 ^3);

xW == Xl (t) + X2 Ю = 1 - a (t).
Приведем задачу к интегральному уравнению. Решение 

ния (1), удовлетворяющее условию (2), возьмем в форме

(6)

уравне-

U (X, t) - С0Х + 2 [fn (х) COS n^t + (х) Sin noit], (7)

где
fn W = Cn sin anx ch $nx — Dn cos anx sh ^nx,

V" w = Dn sin a„x Ch + Cn cos a.nx sh ^„X, (8)

— 8«---- V1 — i^n (vn = 
u \ пы J

Co, Cn, Dn — неизвестные константы.
Переходя в (7) на границу х = I, будем иметь

и. (ф) — С 4- 2 («„созпф + ип sin лгф), (9)

где
и (ф) = и (I, ф) (ф = <0^ с = со/, (Ю)

Чп = Гп (Сп cos — Dn sin Un = Гп cos + Cn sin цу

гп | sin 8„/1, Сл = arg sin 8„Z.

Дифференцируя (7) по х и взяв х = I, получим
со

8 (ф) = Со + 2 (ел COS Пф + 8„ sin Пф), (11)
л=1

где

(Н , *
вл = Rnrn (Un cos б„ + un sin 6«), 8л = Rnr*n (и„ cos 0„ — un sin 6„), 

r: = IW 0^argtgM-arg3n.

ЩкШОТОЯЬ „
TJ другой стороны, из (И) имеем

2я
1 (*

(3) .[a+Wr’1005"’^ '; = T)«Wsin^. (13)

нндян^2^ ^Wonq ’̂ пеРестав^яя операции суммирования и интегри­



рования, получаем
2п

и (ф) = С + Кг (ф, ?) 8 (ср) dy, (14)
о

где ядро интеграла
00 1

К1 (ф, ?) = У —V c°s [п (ф — ср) — в„]. (15)
"1 г»

Константа С в (14) остается произвольной. Подставляя (14) в гра­
ничное условие (5), получаем для определения в(ф) следующее инте- 
тральное уравнение:

2л
°(ФМ8(Ф) -I- ^^(ф, cp)e(cp)rfcp= /(ф), (16)

О 
где

/ (Ф) = Xi (Ф)Л (Ф) + Ъ (Ф)Л (Ф) + Xi (Ф) л + Х2 (ф) 5 - Х (Ф) С. (17)

Уравнение (16) содержит неизвестные константы А, В, С, которые 
легко исключить, пользуясь условием (4) и (14). Из (4) и (14) имеем:

Л = «(фо) — Л (Фо), 5 = «(ф2) - /2 (ф2),

1 F (18>
« (Ф4 = С + — \ Ki (фл ср) 8 (cp).t/cp.

о

Внося (18) в (16), получаем:
2п

’ (ф) he (ф) + ^К (ф, <р) 8 (?) ^? = Xi (Ф) Л (Ф) + Ха (Ф) ^2 (Ф), (19)
О

где ядро

К (ф, ?) = Х1 (Ф) [^1 (ф, ?) - Ki (Фо, ?)] + Х2 (Ф) [^1 (ф, ?) — Ki (ф2, ср)], (20)

а известные функции Fb F2 суть

Л(Ф) = Л(Ф)-/1(Фо), /?2(Ф)=/2(Ф)-А(ф2). (21)

Уравнение (19) и является интегральным уравнением поставленной 
задачи (1) — (4)*.  Оно уже не содержит никаких неизвестных, кроме 
функции з(ф). На интервалах (ю^, т^) и (ш^3, 2к + “U уравнение (19) 
дает в(ф) = 0, как это и должно быть согласно (3). Определив из урав­
нения (19) в(ф) на остальных частях периода Т, что легко может быть 
сделано приближенными методами, найдем по (12) граничные значе­
ния ц(ф) искомой функции и (х, ф) и, пользуясь далее (10) и (8), вос­
становим функцию во всем промежутке 0

* Уравнением (19) функция е (ф) определяется с точностью до значений функции 
в точках разрыва ф = фх (s = 0, 1, 2, 3).

Численная проверка показывает, что интегральное уравнение (19) 
дает эффективный метод решения поставленной задачи.

Рассмотренная задача представляет собой один из простейших 
вариантов. Тем же метолом, без всяких изменений, решается и более 
общая задача, когда в условии (3) задано не четыре, а сколько угодно 
частей периода Т, на каждой из которых даны условия типа (3), или 
когда вместо (2) задано неоднородное условие.
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