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МАТЕМАТИКА

Б. И. КОРЕНБЛЮМ

ОБЩАЯ ТАУБЕРОВА ТЕОРЕМА ДЛЯ ОТНОШЕНИЯ ФУНКЦИЙ 

(Представлено академиком М. В. Келдышем 23 XII 1952)

1. М. В. Келдыш f1,2) установил следующую тауберову теорему, 
использованную им для оценки собственных значений некоторых общих 
классов несамосопряженных функциональных уравнений.

Пусть ср (х) и ф (х)— положительные возрастающие функции, 
определенные при х>0, причем ср (х) дифференцируема и удовле­
творяет условиям lim ср (х) = оо и для достаточно больших х

X —> ОО

аср (х) < хер' (х) < Р ср (х), (1)
где а и р удовлетворяют неравенствам 0 < р <а + 1, и пусть

оо ОО

где т—целая часть р. Если при х-* + оо g (х) I f (х)~* 1, то 
Ф (х) / ср (х) 1 при X -> оо.

Доказательство М. В. Келдыша этой теоремы, основанное на мето­
дах теории функций комплексного переменного, существенно использует 
специальный вид средних (2). Естественно поставить вопрос: для ка­
ких функций k (х) теорема сохраняет силу, если вместо (2) положить

f (*) = $ (4) d4 S W = k (jr) 
О о

(2')

Очевидно, случай (2) соответствует функции k (х) = (1 + х)~т-1. Ответ 
на этот вопрос дает следующая теорема.

Теорема. Пусть функция k{x) (0-<х<оо) неотрицательна, 
дифференцируема и удовлетворяет условиям: а) ^(+0)>0, k (х) = 
= o(x-Y) (х —> оо), где 7 — некоторое положительное число-,

б) | Е (х) | (1 + xv) dx^00",
о

в) интегральное уравнение

Е {xt) s (/) dt = 0 (0<х<оо) 
о

(3)

не имеет решений {кроме нулевого) в классе функций s (х), ограни­
ченных на каждом конечном интервале и таких, что при х^оа 
$ (х) = О (xY).
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Пусть, далее, ср (х) и ф (х) — неотрицательные неубывающие функ­
ции, определенные при х>0, причем ср(х) удовлетворяет условиям 

lim <р (х) = оо
X—> оо 

и для достаточно больших х и у>х

•< — (4)ср (х) \ х / '
Если f (х), g (х) определены равенствами (2') и при х->оо

g(x)/f(x)-^l, (5)
то ф (х) / ср (х) -> 1 при х оо.

2. Без ограничения общности можем считать, что ср (-]- 0) = ф (4- 0) =0, 
£ (+0) = 1. Для доказательства теоремы установим несколько лемм.

Лемма 1. Условие в) эквивалентно следующему:
Для каждой функции й(х) (0<х<оо), для которой

IMI! = j |А(х)|(1 + XY) dx<oo, (6)
о

и для произвольного е>0 существует линейная комбинация вида 
N

= (0<а1<а2<...<алг) (7)
п=1

такая, что
со

J Iл(х) —/7(х)I(1 + x^dx>e.
О

Доказательство этой леммы основано на рассмотрении банахова 
пространства И функций h (х) с нормой (6) и линейных функциона­
лов в п.

Лемма 2. В условиях теоремы имеем при х->оо:
1) ср (х) = О(х),  ср (сх) ж ? (х)  (с > 0);* *

2) Ф(х) = —хср(х); 3)/(х)ж?(х); 4) ф (х) = О [ср (х)].

* Символ означает, что отношение соотнетстшчпгт,,,^ а, « г 
заключено между двумя положительными числами У Щ Функции для больших 
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Доказательство. 1) Оба соотношения непосредственно следуют 

из (4) и монотонности функции ?(х). 7

2) В силу монотонности ср (х) имеем ~ ср J <р ($) < хер (х),

что на основании предыдущего и доказывает требуемое.
3) Пусть Аг(х)>72 на некотором интервале (0, с). Тогда

(4)^? (?) > 5 k (4) ® ? М ? W- (8)
О o '

из условия а)), то, поль-Далее, так как k (х) ограничена (это следует 
зуясь условиями а), б) и (4), находим:

<о[? м+4 | к ш । _ ?(сх)] < 
сх



ОО

dx = О [да (сх)] = О [<р (х)]. (9)

Сопоставляя (8) и (9), получаем требуемое соотношение.
4) Так же, как (8), выводим g (х) > ф (сх). Поэтому, на основа­

нии предыдущего и (5), имеем при х-*оо '
■ь (х) / ф (х) X Ф м / ? ^(Х)/ = О [g (f ) = 0(1).

Лемма 3. Пусть ф (х) и (х) удовлетворяют условиям теоремы, 
х I X

Тогда из ф (?) di И ф (?) dt 1 (х -> оо) следует ф (х) / ср (х) —> 1 
о / о

(X—> оо).
Доказательство. Пусть ?>0и а> 1. Для достаточно больших х 

будем иметь

(1 - в) j ср (?) di < $ ф (?) di < (1 + в) J <р ($) di-, (1 - в) J ф (?) j ф (5) di 

° о 0 0 0
■С(1 + 8) ?(£)<#. Следовательно, ( ф (i) di — е Н + ) ср (В) di

° X L ' о 0 '
< J J cp(^)dE + в

X х \0 о /
Пользуясь (3), находим

ах
(а — 1) хф (х) •< ср (х) (f) di 4-е [хер (х) 4- «%? (х) aY];ср (ах) (^) di —

л X
- s [хер (х) 4- аху (ах)] < (а - 1) хф (ах). Устремляя х к оо и замечая, 
что в при этом может быть сделано сколь угодно малым, получим
7Г- ф(х) , а^1-! 
с^оо <P W ^(т + 1)(в—1)’ lim п ф (х) — !lim . .

(т4-1)вг(л-1)
Пере­

ходя теперь к пределу при а->14-0, будем иметь 1< lim <

п— Ф (х) 1 лlm т ix\ 1’ чт0 и требовалось доказать.
3. Переходим теперь к доказательству теоремы. Обозначим через 

Х(х) характеристическую функцию интервала (О, 1). По лемме 1 суще­
ствует функция р(х) вида (7) такая, что

J IxW-pWIO +x^)dx<e
О

(е произвольно). Справедливо соотношение

(Ю)

1 (* 1 С / ? \[Ф (5) - Т di = \ z Ш [ф (5) _ ? (S)] Л =
О о

1 N f3 а= ф~(х) l\Cn\k' ("Д'; [ф (^ - ® (5)] di 4- 
п=1 о
00

+ фЬ 5 [к Ш ~ Р (4)1 [ф СЭ - ? (ЭД di. (11) 
о 7 J
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Оценим выражение под знаком сумм 
лемму 2, получим .уммы. Пользуясь (5) и применяя

'П
= о [ф (х)] (х

Таким образом, первое слагаемое в ппаоп’ ,, 
при х^ос. Для оценки второго слагя!» аСТИ стремится к нулю 
п. 4) леммы 2 для больших х
Обозначая г (х) = - л (г) fiv 4 W- гДе М — константа.от П ? Р( ’’ будем иметь на основании (4) и (10):

? (?) I dz +

(М + 1) (х)
Ф(х)

(М+ 1) Х<р (х) С
Ф(Х) } 

о

Ф^-(М+1)в<(М+1)8.

О

О

% J о

о

Следовательно,

lim
1 р

0

Так как е произвольно, то
X

1 Г

О оО

I Ірйменяя лемму 3, мы приходим к соотношению Ф (х) / ф (х) -»1 (х -» оо) 
Теорема доказана. ‘

4. Для большинства «классических» ядер k(x) условие в) легко 
проверяется. Так, пусть k (х) = (1 + х)-т, 0<у<т. Это случай 
М. В. Келдыша. Уравнение (3) принимает вид

s (/) df
(х + 0m+1

= 0 (0<х< оо; s(x) = О(х^, х—> со).

Пользуясь тождеством
ПО ОО оо

S W = пЛйГ $ е~хуут dy $5 w e~yt dt
О ' О 0

и применяя дважды известную теорему для интегралов Лапласа, 
получим 5(х)^0.

Заметим, что условие (4) значительно слабее (1). Например, (4) 
выполняется, если потребовать выполнения лишь второго неравен­
ства (1).
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