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В настоящей работе изучается устойчивость круглого вала, сжато- 
скрученного за пределом упругости. Задача об устойчивости идеально 
упругого вала подробно рассмотрена в ряде работ ((1-3) и др.).

§ 1. Круглый вал диаметра 2а испытывает действие скручивающего 
момента Л4 и осевого давления Р. Примем, для простоты, что мате­
риал несжимаем и будем пренебрегать упрочнением. Пусть г, ср, z — 
цилиндрические координаты; р = г / а — безразмерный радиус; I — длина 
вала; b — радиус упругой зоны, b /а — rt; G — модуль сдвига; — пре­
дел текучести при растяжении (а5 = ]/ЗтД. В упругой области (р<^) 
компоненты напряжения (Е = 3G)

az = 3Ge, = Gadi, (1)

где в — относительное удлинение по оси z; 6 — угол кручения на еди­
ницу длины (а^У^г . х). В пластической области (р)>^) имеем

— •, = —— ------ 
К1 + х2р2 V 1 + х2р2 ’ (2)

где положено = tsi. Пусть при тех же внешних силах Р, М
конфигурация стержня бесконечно мало отличается от исходной пря­
молинейной. Для нового состояния имеем дифференциальные уравне­
ния равновесия

d~Lx 
its2 +- М----- ь Рр = О, /IX г

d*Ly 
ds2 - м-У-я Pq = о, ds ч (3)

где х, у, z — подвижная система координат; р — кривизна, q — круче­
ние стержня; Lx, Ly — изгибающие моменты. Заметим, что 

где и, v — компоненты смещения.
Для упругого стержня справедливы соотношения Кирхгофа

Lx = Аор, Ly = B„q, (5)

где Ао, Во — жесткости на изгиб и кручение. Тогда уравнения (3), (4),
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(5) при заданных граничных условиях полностью решают задачу. При 
пластических деформациях соотношения (5) неприменимы.

§ 2. Следуя общей схеме построения теории тонких стержней, 
полагаем, что при выпучивании вал испытывает бесконечно малые 
изгиб и скручивание:

оег = в0 — qx 4- ру, ^хг = — «у, 'yyz = (ох, (6)

где е0, w — бесконечно малые дополнительные осевое удлинение и 
кручение. Исходя из уравнений теории пластического течения (см., 
например, (5)), находим приращения напряжений:

- Е оег — 2/3Е 87^, 

= — G оу — 2G о-рхг, ^у2 = G<ox 2G
(7)

Мера приращения пластической работы 87 определяется по усло­
вию пластичности Мизеса. Вариации 8зт, 8зф) 8тГф равны нулю. Прира­
щения изгибающих моментов вычисляются по формулам

= Jj-V ^2ds, Ly= — x^zds, (8}

где интегрирование распространяется на всю площадь 5 поперечного 
сечения. Из уравнений равновесия вытекает, что приращения скручи­
вающего момента и осевого усилия должны равняться нулю:

= — У = °> (9)

Vz = o^,ds = 0. (10)
s

Область S состоит из упругого ядра So, области разгрузки Sj и 
области нагружения S2. В S2 условие пластичности Мизеса после 
отбрасывания малых второго порядка получает вид

ог8аа 4“ 3^хготх2 4~ Зтуг8т^,г = 0, (11)

или, после исключения вариаций напряжений:

+ у/тлг) —2^87 = 0. (12)

Внося в (9), (10) вариации напряжений и 8? согласно (7), (12) и 
вводя новую систему координат х', у':

х — х' cos ф — у' sin ф,

У = у' cos ф 4- х' sin ф, tg ф = — р/q, 
получаем

= й зт r (Ао - А') ds (/ - (J ^r2ds)~\ (13)

x0S= Sjs2 (Xg — x’)ds + ~ Ji z-rds, (14)
г О

где обозначено х0=-з0/^, / = ^/совф, Q = <o/q', S = m2, 1=^12.
Интегрирование распространяется на область S2, так как в Sj 87=0.

В S2 о, где элементарная работа пластической деформа-

ции (7, I — интенсивности касательных напряжений и деформаций 
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сдвига) dA" = TdT — dVe. Упругая энергия Ve = T2, следовательно,
в Sa dVе = 0. Используя (6), получаем

dA = Oz8ez ~F xz “F ^уг^Ууг — ^z^z “F ^^tpz •

Можно доказать (рассуждением «от противного»), что линия раз­
дела зон разгрузки и нагружения пересекает область S. На линии 
раздела dA" — 0, отсюда получаем уравнение

%о — У = - х2 (У2 -FУ2),

представляющее семейство окружностей, симметричных относительно 
У, зависящее от параметров х0, Последние определяются из системы 
уравнений (13), (14), в которой х, у считаются заданными.

Переходя к вычислению моментов Lx, Ly, замечаем, что в системе 
У, у' Lx’ = 0, р' = 0, поэтому

Lx = Ар, Ly = Aq, (15)
где

А —А~ L (16)
Ly’ = — х' 8зг ds = q' (Ао + Д') = q'А; 

s
здесь

4-д' = (17>
$2 И ‘ У

Следовательно, «жесткость» А = А (Р, М) не зависит от р, q, и задача 
об устойчивости сжато-скрученного вала за пределом упругости при­
водится к тем же линейным краевым задачам, что и для упругого 
вала, нужно лишь вместо Ао взять А. В случае упругого вала А’= 0, 
А = Д0.

§ 3. Если М = 0, то упругое ядро отсутствует и 4 = 0; это соот­
ветствует известному результату Кармана о том, что сжатый стер­
жень на площадке текучести теряет устойчивость при любой длине.

Рассмотрим случай Р = 0. Так как S2<^S, т2<И, то из (13) сле­
дует, что <п = 0, а из (12), что 8у = 0. Тогда во всем сечении 3az=E8sz. 
По условию Vz = 0, линия раздела проходит через начало координат. 
Легко видеть, что в рассматриваемом случае

Lx = Апр, Ly = Aoq, (18)
т. е. скручиваемый стержень за пределом упругости характеризуется 
той же устойчивостью, что и в пределах упругости.

§ 4. Рассмотрим случай т2<^1. При этом |т | относительно мало 
по сравнению с |а|. По теореме о среднем из (13) получаем

КТ — ю ж атг 8ezS2, (19)

где черточка означает некоторое промежуточное значение.
Используя (19), из уравнения dA" = 0 находим, что на линии раз- 

КТ дела 8sz = 0, т. е. линия раздела — прямая. Точно так же 8у ж a 8sz, 
и из (7) получаем 8az = f 8ez(l — а2). Внутри круглой скобки стоит 
величина, значительно меньшая единицы; в упругой зоне и зоне раз­
грузки = Следовательно, мы вправе положить, что в пласти­
ческой области в зоне нагружения 8az = 0.
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Положение линии раздела определяется параметром х0, который 
находится из уравнения (10). Необходимо различать случаи х0^Ь, 
х0 <; Ь. Положим

-^=cosx> 7j = cosc, cos х
cos 5 cos/л (x>5)-

Согласно (10) получаем

Л 1 . 2; 1 - 3~ sin2 xj tg х = X + (х<«);

у (sin3 х - sin3 Xi) “ + 2 (sin 2x - sin 2Z1) = + x-^Xi (x>?)-

Анализируя левые и правые части этих уравнений как функции х 
при фиксированном можно показать, что корень х монотонно возра­
стает вместе с возрастанием т]. Если упругое ядро невелико (т]< 0,398), 
то линия раздела не пересекает ядра. Линия раздела касается ядра 
при vj = 0,398. Таким образом, первое уравнение относится к случаю 
развитой пластичности. По мере возрастания пластической зоны линия 
раздела отодвигается к контуру стержня.

Согласно (16), (17) находим

т?+ * [— з Sin3 х cos X + (х- 4 sin4x') ti^o;

д . 1 Г 8 . , Д , sin3 zi\ I
kL~3 sin
/ 1 \ Z1-4sin4Z1'

+ X ~ 4 sin 4x 1 - 1--------
7 \ z — 4 sin 4Z /

Заметим, что А* (т;)—монотонно возрастающая функция rh причем 
A*(0) = 0, A*(l) = l, ~A*>0.

§ 5. В заключение рассмотрим вопрос об устойчивости тонкостен­
ной сжато-скрученной трубы. Обозначим через с средний радиус 
трубы, через h — толщину стенки (А<^г). До потери устойчивости 
труба находится в пластическом состоянии, причем напряжения 
з« const, тconst удовлетворяют условию пластичности а2 + т2 = 1. 
Если воспользоваться предыдущими результатами, упрощая их при 
помощи условия А<Со получим, что линия раздела (в данном случае 
прямая) касательна к окружности г = с. Вычисляя по (16) «жесткость» 
А, находим

А = ад3Ат2.

Это соотношение остается справедливым и при чистом кручении, 
когда т2 = 1.

Псступило
2 X 1952

ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА

1 Greenhill, Proc. Inst. Meeh. Eng., London (1883). 2 R. G r a m m e I, Z. ang. 
Math. u. Meeh., 3, 262 (1923). 3 E. L. Nicolai, ibid., 6, 30 (1926). 4 A. H а д а и, Пла- 
стичноегь, 1936. 5 S t e ph e r d, Proc. Inst. Meeh. Eng. Appl. Meeh , 159, No. 39 (1948).

630


