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МАТЕМАТИКА

М. А. МЕРТВЕЦОВА

АНАЛОГ ПРОЦЕССА КАСАТЕЛЬНЫХ ГИПЕРБОЛ ДЛЯ ОБЩИХ 
ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

(Представлено академиком И. Г. Петровским 26 XI 1952)

Д. М. Загадский (г) исследовал сходимость аналога процесса 
Ньютона для нелинейных интегральных уравнений. Л. В. Канторович 
(2) обобщил метод Ньютона на нелинейные функциональные уравнения. 
Из результатов Канторовича, в частности, вытекают, например, извест­
ные результаты Коши (3), Островского (4) и другие, полученные для 
случая вещественного или комплексного уравнения

Р«=0. (1)
Г. С. Салехов (5) исследовал вопрос о сходимости одного итератив­

ного процесса также для уравнения (1) при условии, когда Р (х) 
в рассматриваемой области допускает производную 3-го порядка. При 
этом быстрота сходимости этого процесса оказывается значительно 
сильнее, чем у процесса Ньютона. Если выбрано некоторое начальное 
приближение х0, то этот процесс будет определен следующей итера­
цией:

X -х (2)"+1 " 2[Р'(х„)Р-Р"(х„)Р(х„) •

В данной работе метод Г. С. Салехова распространен на общие 
нелинейные функциональные уравнения Р (х) = 0, где операция Р 
является трижды дифференцируемой в смысле Фреше (6) и переводит 
элементы нормированного пространства Хэх в элементы другого 
нормированного пространства У^эу. При этом последовательные при­
ближения выражаются одно через другое следующим образом:

Хп+1 — хл ф- Qn Гп Р (хп) = 0, (3)

где Г„ = [Р' (х„)И и Qn = [J - і/2 Г„ Р" (хп) Г„ Р (хя)]Ч
Условия сходимости последовательности хп к точному решению и 

одновременные достаточные условия для существования этого решения 
даются следующей теоремой.

Теорема 1. Пусть для начального приближения выполнены 
следующие условия-.

1) для элемента х0 начального приближения Р' (х0) имеет обрат­
ную операцию и ||Г0||<В0;

2) существует операция Qo и | Qo Го Р(х0) || < tq0;
3) sup II Р" (х) || sup || Р" (х) |< ^ в области G, определяемой 

неравенством || х — х0 |К2т;0;
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4) Ло = В0МгІ0^і/2;
5) (2 + А0) +з](1+й0)<9.
Тогда уравнение Р (х) = 0 в области G имеет решение, к кото­

рому сходится процесс касательных гипербол, причем быстрота 
сходимости определяется неравенством

\\x*-xn\\<±(2h^^^

Доказательство. Покажем, что при переходе от х0 к хг усло­
вия 1) — 5) не нарушаются.

На основании (3) и условий 2), 4), а также теоремы Банаха имеем

(4)

т. е. условие 1) выполнено для точки х^.
Полагая

fn (х) = [J - Р"М (х - хл)] Г„ Р (х)

и применяя правило дифференцирования операций, данное М. К. Гаву- 
риным (7) нетрудно доказать неравенство

II Г, Р(X,) II < = 8Р (5)

Пользуясь им, теоремой Банаха и условием 3), получим

II Qi 1\ Р (xj || =тц < 1 _ 81 . (6)

Пользуясь (5) и условием 4), будем иметь

?h<2Ao7jo< (7)

т. е. выполнено условие 2) для точки хР Условие 3) также выполнено 
для точки хр так как соответствующая ей область G не будет вы­
ходить за пределы области || х — х« || < 2т)0.

Зная, что В^2Ви и используя неравенство (7), получим

Аі<4Ло<Ло-^1/2- (8)

В силу того, что Вг> Во и очевидно, Рг < Ro < 9.
Итак, для х = Xj выполнены все условия 1) — 5) с заменой чисел 

Во, tj0, h0, Ro на Вь Ар Rv Это позволяет продолжить последова­
тельное определение элементов х„ и оценить связанные с ними числа 
h„, Вп, ч„, Rn на основании следующих соотношений:

Вп
Вп-1

2Ал—і Щп—1 >

hn Ahn—i >

Rr, (2 + h„) + 3(1+ hn).

(9}

(10)

(11)

(12)
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(10) совместно с (11) дает
4

^—(гЛоГ-Ч- (13)

Далее, зная, что ||xn+i — хп || и пользуясь (13), будем иметь:
ІІЯл+р-^К^^Ло)8"-1^-^^ (14)

Следовательно, существует х* = Нт хп. Переходя к пределу в (13) 
Л-»оо

при р->оо, получим
\\x*-Xn\\<^{2htf'  ̂ (15)

Затем, зная, что 5 
и

Нт || Хп+\ — хп || = 0, переходя к пределу в уравнении (3) при п-»оо, п—>со
докажем, что х* является решением уравнения Р (х) = 0.

Докажем теперь теорему, которая устанавливает область един­
ственности решения.

Теорема 2. При выполнении условий 1) —5) в области 
IIх — XolKV2-^0 уравнение Р{х}=0 имеет единственное решение.

Доказательство. Для любого решения т уравнения Р (х) = 0, 
согласно (3), будем иметь

/ , w , Оп)(*-*п)2 п

f п {Хп ) (т — Хп+1) + --------- 6------ -— = 0.
Отсюда нетрудно доказать справедливость неравенства 

?2л—2
II t - хп+11| < -у- || т — хп ||3.

^0
(16)

Далее предполагая, что || т — х01| р^іо’ методом индукции легко 
доказывается неравенство

2Л-Н+3"+1 

||т-хп+1||<2 2 РзЛ+1 (n>2).

Следовательно, если р С 1^2, то Нт || т — хл+11| = 0, т. е. т = х*. 
п—> оо

Применим данный процесс к нелинейным интегральным уравнениям 
вида ь

x{s} = ^K{s, t, x{t))dt, (17)
а

где К — непрерывная функция своих аргументов и трижды дифферен­
цируемая по х в области | х — х01 2т]0. В этом случае последователь­
ные приближения будут определяться следующей итерацией, если 
записать (17) в виде:

{J - К} х = 0,

[ J - Кх {Хп} + Ча Кхх {Хп} [ J - Кх М"1 {J - К} х„] (хя+1 - Хп} +
+ {J-K)xn = Q. (18)

ь
Если операцию Р {х) = x{s)— К {s, t, x{t}}dt рассматривать как 

а
операцию из С в С, то получим следующую теорему:
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Теорема 3. Если выполнены условия:
1) для начального значения х0 (S) ядро Kx(s, t, Ло № = k О 

имеет резольвенту G (s, t), причем \\G (s, t)\dt в a<s<b-, 
а b

2) |eo(s)| = ^o(s)-^(s, t, X^dt + 1 <r; 
a

3) ядро Kx (л0) - V2 ^x (л0) P - Kx {J _ K} Xo uMeem резоль,

венту R (s, t), причем $ | R (s, t)\dt^C, a <^s <b- 
a ’

4) I (5, t, и) I < M, \RU. (s, t, и) К Nf I и - ий I < 2д0 tj0=(c+ 1) ^;
5) A0 = (l +W + Q^W-a)-^;
6) = [ж2(*-я)(1 +B) (2 + Ло) +3] U + ^оХ 9,

то процесс (18) для интегрального уравнения (17) сходится с быстро­
той (15) к решению этого уравнения, которое существует и лежит 
в области у

|х (s)-x0(5)|<2(C + l)^, 

и единственно в области

\x*(s) — x0 (s)|</2(C+ 1)^.
Пример. Для уравнения

л($) = 1 + 0,5146s2 + № рarc tgх (t) dt, 0<$<1, 
О

выбирая л0 = 2,246, имеем Ао = 0,0568 < !/2, /?() = 7,5673 <9. При этом 
первое приближение дает хг = 1 + 1,0096s2 (хх = 1 + s2).

Физико-технический институт Поступило
Казанского филиала Академии наук СССР 3 IV 1952
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