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МАТЕМАТИКА

Я. л. ГЕРОНИМУС

О СРЕДНИХ И РАВНОМЕРНЫХ ПРИБЛИЖЕНИЯХ

(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 3 XI 1952)

1. Рассмотрим комплекснозначную периодическую функцию 
4» (6) € Lp (0, 2к), где и обозначим через Jpn ее среднее прибли­
жение при помощи некоторой системы многочленов {Rn (?)}

, г"
=Л (« = 0,1,2,...). (1)

о

Теорема 1. Если функция J(p^ = Jp[n) имеет смысл при непре­
рывном изменении аргумента п, причем xVpJp (х) не возрастает и 
стремится к нулю при х->оо, и если существует несобственный 
интеграл

Гx-^p'Jp (х) dx, ~ + А = 1, (2)
о р р

то аналитическая функция ? (?) € Нр, граничная функция*  которой 
эквивалентна ф(0), непрерывна в замкнутой области |z|<l, причем 
имеет место оценка

Так как почти всюду в [0, 2 л] существуют граничные значения ср (е'9) = 
= lim ср(ге'®), то граничной функцией для ср (з) является ? (ei0).

** См. (4), теоремы 2.2.1, 3.4.2, 4.2.1; (5), § 39.
*** Сх, С2,... — константы, не зависящие от п.

**** В обоих случаях рассматриваются приближения при помощи многочленов 
степени не выше п.

| ? (?) — Rn (?) |< е„, | ? К 1, вп = Сг ^x~WJp (х) dx**.  3)

п/1

Для доказательства достаточно применить с небольшими измене­
ниями методы, которые применены в (« «)«**.

Примечание 1. Если обозначает наилучшее среднее 
приближение функции, являющейся граничной для ср (?) € Нр, 
то для наилучшего равномерного приближения 
функции ®(г) в замкнутой области |?|<1 имеем по (3) ^„<8„****.

Примечание 2. Если рассматривается более общее простран­
ство Lp с нормой

/ 271 1/р

. (4)
о
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причем функция а (6) не убывает в [0, 2^] и имеет бесчисленное мно­
жество точек роста, и если существует интеграл

£>0,
О

(5)

то, применяя неравенство Гельдера, легко показать, что при условии

НФ -ад
теорема 1 сохраняет силу, если в формулу (3) подставить вместо р' 
вел™ину ц~р^-

Теорема 2. Если вещественная периодическая функция/(9) € 
€ Lp (0, 2к) имеет интегральный модуль непрерывности шр (8), причем 
функция х-^р <DP (х) не убывает, стремится к нулю вместе с х и 
существует несобственный интеграл

ь
у-Г-Яр Юр (_у) dy,

О

(6)

то-. 1) существует такая система многочленов {/?„(г)), что в фор­
муле (3) можно положить

J^=Jp^^C2(dp (7)

2) функция /(б) эквивалентна непрерывной функции, имеющей 
модуль непрерывности

48 z
“ (8Х С3 J у-^/р (Dp (у) dy. (8)

О о

Доказательство 1) основано на теореме о возможности аппрокси­
мации функции f (9) в метрике Lp с погрешностью, не превышающей

J (f1), § 89), и на теореме М. Рисса (8) о сопряженных функ­
циях. Для доказательства 2) подставляем (6) в (3) и пользуемся (5) 
(§ 40).

В частности, если (dp (8) = О (8а), причем а> \/р, то по (7) получим 
о) (8) — О фЛ~1/р), т. е. придем к теореме Харди — Литтльвуда (’): если 
f ф) € Lip (а, р), а>1/р, то фф) эквивалентна непрерывной функции 
класса Lip (а — \/р).

Полагая в (7)
«>р(8) = С48^|:іё8|-«-з а>0, (9)

получим
®(8)<Cs|lg8|-“-i, (9')

т. е. функция ф (9), обладающая интегральным модулем непрерывно­
сти (9), эквивалента непрерывной функции, удовлетворяющей усло­
вию Дини — Липшица.

Теорема 3. Если функция р (0) ограничена почти всюду в 
[0, 2тс], т. е. 0<^тгДр ф) ^т2, и обладает интегральным модулем 
непрерывности шр (8), то теоремы 1 и 2 сохраняют свою силу, 
причем в этом случае

І 1 с । - 1?(г) = ехр^ 
о

и< 1; (Ю)
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при, этом функция р (9) эквивалентна непрерывной функции с моду­
лем непрерывности (8).

Для доказательства достаточно слегка видоизменить рассуждения 
нашей заметки (3).

2. Пользуясь доказанными теоремами и слегка видоизменяя рас­
суждения, которыми мы пользовались в (3), мы получим асимптоти­
ческую формулу для многочленов, ортогональных на единичной 
окружности, справедливую в замкнутой области | г | -С 1.

Теорема 4. Пусть многочлены {Рп (z)} ортогональны и нор­
мальны на единичной окружности с весом р (9)

2тг
1 Г * “------------  Г О b „^\P^Pn^Pk^d^ = Г ^П’ (11)

который ограничен почти повсюду в [0, 2-]

О < (9)< т2; (12)

если интегральный модуль непрерывности о>2 (8) веса удовлетворяет 
условиям теоремы 2, то в замкнутой области | г X 1 имеем

| Р*п (z) - К (z) |< сб у-'і^ <о2 (у) dy, Рп (z) = znPn (4-), (13)
О

где
2?с iQ

^(z) = expJ-A-^ ^К1! (14)
0

при этом вес р (9) эквивалентен непрерывной функции с модулем 
непрерывности

48 Z
v^C^^y-'^^dy. (15)

о о

Следует отметить, что если выполняется условие

«2 (8Х 11g 81-“-3, а>0, (16)

то вес удовлетворяет условию Дини — Липшица и асимптотическая 
формула, справедливая во всей замкнутой области | z | 1> вытекает
из результатов С. Н. Бернштейна (2) и Г. Сеге (6). Новый результат 
получим в том случае, когда <о2(8) при 8-* О стремится к нулю мед­
леннее, чем (9), например, если вместо а>0 положим—1 О<С0.

Поступило
3 XI 1952
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