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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Г. ю. ДЖАНЕЛИДЗЕ

ОБЩИЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ 
В ПРОИЗВОЛЬНЫХ КРИВОЛИНЕЙНЫХ КООРДИНАТАХ

(Представлено академиком В. И. Смирновым 19 XI 1952)

Общие решения уравнений теории упругости уже записывались в 
произвольных криволинейных координатах (\ 2). Однако при этом 
выкладки не доводились до конца и напряжения и перемещения не 
выражались через гармонические функции, а оставались представлен­
ными через производные произведений, содержащих указанные функции.

Ниже выводятся общие формулы, определяющие в произвольных 
координатах перемещения и напряжения через три гармонические 
функции *.

* Для получения общего решения достаточно иметь три функции из вводимых 
ниже четырех (®л- Фу’

Решение П. Ф. Папковича (3) в ковариантных составляющих вектора 
перемещений имеет вид:

+ (1)

где ©й — ковариантная компонента гармонической вектор-функции, 
и <р0 — гармоническая функция (Xk — контровариантная координата).
Компоненты ©й. вообще говоря, не являются гармоническими функ­

циями, поэтому (І) следует преобразовать так, чтобы выразить ик через 
гармонические функции.

Пусть связь между декартовыми и криволинейными координатами 
дается соотношениями:

х = х (Xi, х2, %з), У=У(х1,х3,х3), z = z(xlt х2,х3); (2)

тогда на основании формулы преобразования ковариантных компонент 
вектора имеем

дх , ду , dz гч дх /о\=дУ^+4?у+?г=s ^х' (}

где s _ символ суммирования по циклической перестановке координат 
х у и z, а ©л, —гармонические функции.

Внося (3) в (1) и развертывая производную от скалярного произве­
дения г©, получаем окончательную формулу для перемещения ий:

3m — 4 q дх _ ____ т Г q , ФРо I
— 1) ^^й ,х 4(/n —1) [_^Л^й У
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Вычислим теперь ковариантные компоненты тензора напряжений. 
На основании закона Гука имеем:

о»* = 2^ + (5)

где агА, зг7г и gik — ковариантные компоненты тензора напряжений, тен­
зора деформаций и метрического тензора; & — объемное расширение; 

сдвига; т — число Пуассона.Р — модуль 
Но, как известно:

& = div U = div ср,2 (т— 1) ' (6)
поэтому

т-2 к 
2{т — 1) ё

' д q дх гл с дх 
дх^ dxk 'х дх^ ’ (7)

где Vv —символ ковариантного дифференцирования, а Г^ —символ 
Кристоффеля второго рода.

Развертывая (7) и учитывая формулу дифференцирования декарто­
вых координат по криволинейным

окончательно получаем:
& g“k q дх д<?х

2 (т — 1) dxkdx4'

(8)

(9)

д2х _ дх гх 
dxv dxk dxA ~‘k ’

т — 2

Необходимые далее ковариантные компоненты тензора деформации 
вычисляются на основании формулы

1 / ди, диь , )
■ik = 2 + 0°)

Подставляя (1) в (10) и используя (8), имеем:

_ т — 2 q f дх д^х , дх ^х\__ т q д2,?х 
eik~ ^(m — ^^y^dx^^dxj ^(m — 1) +

' — 1) k^Xdxx 4 (да— 1) dx{ dxk 4 (m—'

Внося значения & и eik в выражение ац,, получаем искомую формулу: 

q дх д^х , т — 2 q / дх_ д^ д<р х
2[л 2(т — 1)^дх1 dxv ' 4 (m — 1) дх. + дТ. —

- т <s г 4- т Г\ Q г4 (и — 1) 0 Л dxk + 4 (да— 1) tk Л д^ —

— т т гх
4 (т — 1) dxt dxk ' 4 (да — 1) дх^ ’ (

в которой срЛ <ру, <рг и ср0 суть решения уравнения Дер = 0.
В рассматриваемой координатной системе уравнение Лапласа имеет 

вид

(13)
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При переходе к частному случаю ортогональных координат фор­
мула (12) упрощается и может быть удобнее записана раздельно для 
нормальных и касательных напряжений.

Именно, выражая символы Кристоффеля Г,^ через коэффициенты 
Ламе Hi = ga, имеем

рХ — 9^ д 1П Hs
Hl dxs

ГХ _ ЙХ Н^дІпН, 
ik   -- - —s-----

Hl dxk

Hl d In Hs 
~Hl~dxx ’

., $ In Hb
(14)

компонента тензорной единицы). Подставляя (14) в (12), после 
простых преобразований, получаем формулы, указанные М. Садовским 
и Е. Штернбергом (4):

as _  1 о дх , т — 2 дх
2р 2 (т — 1) Н2дххдх^ ' 2 (m — 1) dxs dxs —

— т С х —-U т О г д 1П Н*
4(m —1)0' ^2 ' 2 (m — 1) 0dx^ dxs

т д In Hs d<fx т d2<p0
4(m-l) Н2 дх* Хдхх~Цт — 1) +

, т \d^Hsd^ j Hl dXnH^^-y
Цт — 1)ф dxs dxs 2 W2 дх^ dxj ’ ' °'

^ik _ m — 2 О Г дх дх д<М т q ,
2р 4(т — 1) [dxftdx; дх; dxk\ \(т — 1) ® Х dxt dxk '

W Qr । ^діпЯ*-]
xdxt dxk гХйхй~д^“] —

m д2ф0 m rd In Ht д^ d In Hk d<p0"| fi.
4 (m — 1) дхг dxk ' 4(m —1)| dxk дх^ dxt dxk\ '10'

(no s, i и k не суммировать!), где функции <ру, ®г, <р0 суть решения 
уравнения

А® = 1 J। д М I
' Н1Н2Н3\дх1\ dxj 1 дхД Н2 дх2)

■ (17)- дх3^ Н3 dxJf~V'

Следует помнить, что все выписанные формулы определяют кова­
риантные компоненты тензоров напряжений и деформаций; их физи­
ческие компоненты определяются по формулам

' _ sik aik ,1QA
Si* HiHk' aik~HiHk <18>

(no i и k не суммировать).
Полагая <р=Дф, получаем формулы, соответствующие решению 

Б. Г. Галеркина (5).
Ленинградский политехнический институт 
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