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В настоящей заметке рассматривается уравнение

х + р (t) х = 0, где р (t) = р + 2 ^е1^,
Й=1

причем показатели а* удовлетворяют условию а >■ 0, а ряд S |ай|
*=1 

сходится. Для случая периодического коэффициента (а* = k) имеет 
место следующая теорема.

Теорема 1. Пусть дано уравнение

x+p(t)x=O, где р (U) = р + у akeikt, ^\ак\ = М.
А=1 А=1

Тогда:
1) уравнение имеет всегда одно решение вида

(t) = е1^Ф (/), где Ф (t) = 2 bkeikt; 
k=Q

2) если 2]/р не есть целое число, то второе решение имеет вид

х2 (t) = е~1 ^ф (t), где ф (fj = 2 С^ІЫ\
k=K)

3) если 2 есть целое число, то второе решение имеет вид

где ф, (t) = 2> у =1,2.
*=0

Доказательство. Заменой z = elt получается уравнение

с регулярной особой точкой. Из известных фактов относительно ре­
шений этого уравнения (х) вытекают сразу утверждения теоремы.

Для общего случая почти-периодическот коэффициента все утвер­
ждения теоремы 1 при надлежащем их обобщении остаются в силе. 
Именно, имеет место следующая теорема:

Теорема 2. Пусть дано уравнение

х + р (t) х = О, где pit) = р + 2 >
Й=1

причем a kZ> « > 0 ?г S | ak | = М.
*=1
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Тогда:
1) уравнение всегда имеет одно решение вида

x(t) = е!^Ф(і!), где Ф (t) bkei&k/, 0 целые, ₽о=О;
^=0

2) если 2 j/p не допускает представления вида S l^t (Ц о целые} 
то второе решение имеет вид

х (t) = e~'V(Z), где ф (/) = 2 cke^kt; 
А=0

3) если р = %lia.i, то второе решение имеет вид

х (Т) = tel (t] + е‘ ^Ф2 (/) + е^ ^Ф3 (t),

I ?Л и) I <■ („1)2 •

Получаем решение
х^^Уп =

п=о п=0

где = , j= 1,2,3.
A=0

Замечание. Пункт 3 теоремы применим, в частности, в случае 
р = О, причем в этом случае второе решение имеет вид

X (t) = /Фх W + Ф2 , Фу (t) = 2 •
*=0

Случай р = 0 был изучен Винтером и Путнэмом (2).
Доказательство. Вводится параметр е и уравнение перепи­

сывается в виде
х + fp + 8 2 j х = 0;

V *=i ’

ищется решение в виде ряда по степеням в:

х=2 гПу» 

п=0

Для определения уп (/) получаются уравнения
ОО

Уй + РУо = 0,..., уп + рул + Уп-12 ake к ~ 0-
Й=1

Выбираем
у0=:е1^.

По индукции получается для уп выражение

а, ... kn

Ца^+.-.+акп+^^ 

a k^

кп кп—1 кп К1 Л п

Тоже по индукции устанавливается оценка

I к'
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ОО

причем из предыдущей оценки вытекает, что (t) абсолютно и
Л=0

равномерно сходится. Этим первое утверждение теоремы доказано. 
Второе утверждение получается таким же образом. Выбирается

_у0 = е~1
и получается по индукции

Уп =

КИХ
у_________________________________

kl ^kn_r + + - + %) (% -)•••(% + - + % -2ГИ)

= е-1У^п Ю,

причем для (t) имеет место оценка

которая устанавливается также по индукции.
Рассмотрим теперь случай 2]/у. = ЕЛаь Пусть {^ — множество це­

лых чисел таких, что SZ; = & и пусть I и р — соответственно, наимень­
шее и наибольшее числа из {k}. Тогда для yi-i получается выражение

У^ = 2 -----  
k.-.k^k^

с оценкой

йу • • akl l е е-і

Выражение для yi получается из уравнения

Уі + ?Уі + Уi -13
Л=1

Находим:
Уі = te У4- е1 Xi

с оценками ;

1»«^-
По индукции устанавливается далее

Уі+п = te^^^i+n + е1^^1+п + е 1 }r'Lt^l+n’

где
п lint. 4- I л(^п^3 А^е(к1 1 ' Л ’

j=i ki... kj

= У У I
і(«/г,+-+а^ Во+л), 

• о

7=1
і(акі+-^лкі+^

^+п = 2 ^k^-ki+ne
k,...ki+n

(М/а2Л2
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и оценки

I X /+«К “(7 + и) Г ’ ' 1 (/+«)! ’
7

| ^+л I (/ + л) ।

где

Далее устанавливается, что
yp+q = te^^^p+q + e^^^p+q + е~1 ^Хл+С’

p+q—l і(аь + — + а/гУ
v, VT Л^?)^ * 1 .^p+q — 2 2 ^h'-kje

j=qkl...kj
p+q—l /(a^ +.-+eAzX

^q =22 

j=q k^-kj

Хл+^ ' 2 ^^v^p+q^

ki—kp+q

причем имеют место оценки
. ,,, . ,За(Л1/а2)  ̂ ., I у Щ |<

2. Пусть дана система х + Р (t) х — 0, где х = ( 1 j, Р (t) = 
\-^2 /

= tv-^a ^b\a— SrAcosaA£ —sAsina^, b = S sk cos akt+rk sin akt, 
~~b p + aj *=1 *=1

причем S+ °°> a*>a>°- Тогда, если 2/р. =£S 
(li^Q целые) и р>0, то все решения системы будут почти-перио- 
дическими.

В самом деле, если положить хг + ix2 = z, р. + + ib = р (t), 
ak — rk + isu, получается для z уравнение z +р (f) z = 0, где р (t) = 
== Р + S ake,akt, а/і^а^О, S | ak |< + <», т. е. уравнение рассмотрен- 

' й-1 *=і 
кого типа.
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I ®p+q Ю I < (р + 9) I ’ I Vp+p Ю I (р + ?) ] ’ ' ^+? U I (р + 9) I •

ОО со 00
Отсюда следует, что 2^+?W> 2^+?^’ 2Zp+?^ сходятся аб­

q=lq=l
солютно и равномерно. Получаем, следовательно, решение вида

*» Гео ___
х(t) = 2Уп Ю + ^+чЮ = te1™^ (t) + е;^Ф2 ю + е~ ^Ф3 

»=-о v=i
Для случая р. = 0 доказательство проводится аналогично.
Следствия. 1. Пусть дано уравнение x+p(t)x = 0, р (t) = р л.

+ S akeiakt, причем a*>a>0, Я \аь\ = М. Тогда, если 2 У у. =У S1^ 
k=i *=i

и р>0, то все решения уравнения ограничены.
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