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ОБ ИНТЕРПОЛИРОВАНИИ ФУНКЦИЙ, МЕРОМОРФНЫХ 
В ЕДИНИЧНОМ КРУГЕ

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 12 XI 1952)

Рассмотрим рост мероморфной в единичном круге функции, лорановские разложения которой в окрестностях заданных точек Xv Х2,.... Х„,..., |Х„[< 1, lim|kn| = l, начинаются с заданных групп л->оэ членов.Теорема 1. Пусть q — наибольшее целое число, для которого 
расходится ряд S (1—|Х;|)9, |М|<1, Нт |Хг| = 1. Тогда канониче- і=1 
ское произведение 
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есть регулярная в единичном круге функция с нулями в точках Е,, 
и ее порядок и тип равны, соответственно, порядку и типу функ­

ции N (г) = df , где п (t) — число точек X; в круге радиуса t < 1.О
Если порядок N (г) не целое число, то П (z, X) и N (г) принадлежат 

одному и тому же классу.Следствие. Пусть f(z) — мероморфная конечного порядка в еди­ничном круге функция с нулями ах, а2,..., а„, ... и полюсами Рх, Рг. • • • > ?„>••• Тогда f(z) можно представить в виде f(z) = порядок и тип регулярной в единичном круге функции exp g(z) не превосходят порядка и типа функции /(z)*.
* В монографии (2) сообщается, что f (z) можно разложить на множители, если последовательности {а.} и имеют конечное число предельных точек. 205



Теорема 2. Для любой данной последовательности комплекс­
ных чисел {Х„}, |Х„|<1, Игл |к„| = 1, и для произвольной конечной п—>со
по строкам таблицы, комплексных чисел

а^, • • • > п = 1, 2, ..., 0<ln <kn,

можно построить такую мероморфную в единичном круге функ­
цию f(z), лорановское разложение которой в окрестности каждой 
из точек \п начинается с группы членов
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п = 1,2,... (1)
что ее порядок и тип будут, соответственно, не выше, чем поря- Г
док и тип функции N (г) = ^11 di; здесь и в дальнейшем п (t) обозна-О
чает число точек \п в круге радиуса t, причем каждая точка \п счи­
тается kn раз.

Если S А„(1 — |Х„|Хоо, то молено построить функцию огра- 
п=1

ничейного вида с начальными членами лорановских разложений (1).Заметим, что среди точек X» могут иметься полюсы функции f(z) (если однако совокупность всех полюсов f(z), вообще говоря, не исчерпывается заданными точками. Иными словами, если мы потре­буем, чтобы искомая функция f (z) не имела бы других полюсов, помимо заданных, то нельзя уже будет утверждать, что порядок/(z) может быть сделан не выше порядка N(r).Возникает вопрос, что можно сказать о порядке f(z) при введении дополнительного предположения, что все полюсы f (z) содержатся среди заданных точек {XJ?Имеют место следующие предложения:Теорема 3. Существует такая мероморфная в единичном круге 
функция f(z), имеющая полюсы в точках G, и только в них, с соот­
ветствующими главными частями° м = + 7^7 + • • • + • (2)
что ее порядок не превосходит числа р = max [min (v — 1 + р, v), р]; 
здесь v — порядок последовательности {Л,}, A, = max [ | АіЛ |, | Ді>2|,..... ., I At, kt |]> р — порядок функции п} (г), подсчитывающей число раз­
личных полюсов Хг в круге радиуса г, и р— порядок функции N(г)-.__ lg+lg+л, — 1g П, (Г) Q 1g (г)v = hm ——---- , р = hm — —, р = hm -s—X. (3)
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Если p = max [min (v — 1 + p, v), p] = p, то не найдется мероморф­
ной функции с главными частями (2) меньшего порядка, чем Р; 
если р = min (v — 1 + р, v), то можно указать такие Х[, | X,- = | X, |, и 
такие A'ij (порядок последовательности {А[}, А{ = max [ уХ |,.. . 
..., | А^ |], равен v), что не найдется мероморфной функции с глав­
ными частями G (г, А{, Хг) меныиего порядка, чем р = min (v — 1 +р, ?)•206



Теорема 4. Если все точки \і лежат в конечном числе нека­
сательных к единичной, окружности углов (предельные точки после­
довательности \t находятся в вершинах этих углов), то суще­
ствует мероморфная в единичном круге функция f (z) с главными 
частями (2), порядок которой не превосходит числа а = max (v — 1, р); v и р определены по формуле (3).

Фиксировав последовательность полюсов {кг} и порядок после­
довательности {Д;}, можно подобрать коэффициенты главных 
частей так, чтобы не существовало мероморфной функции с дан­
ными главными частями меньшего порядка, чем а.Заметим, что в случае а = v — 1 может, вообще говоря, существо­вать мероморфная функция с главными частями (2) меньшего порядка, чем а.Установить наименьший из возможных порядков всех функций, имеющих главные части (2) (при предположении теоремы 4), удается посредством следующего построения (х). Пусть выбрано так, что ряд S(1 — 1 сходится; опишем около каждой точки к;, как около

і=іцентра, круг Ki радиуса (1—|кг|) . Множество точек UAj состоит из связных компонент (континуумов), которые назовем «облаками»; каждое «облако» образовано конечным числом кругов Ki и содержит конечное множество точек кг — группу полюсов. Обозначая «облака» буквами Нъ Н2,..., Нп,..., пронумеруем их так, чтобы наибольшие модули Ri точек «облаков» Hi не убывали.Представим сумму всех главных частей (2), относящихся к группе полюсов кіл, кг>2,..., кг, л. «облака» Hi, в виде
■если 1 + 2 +... + ki, П{ = Si, то Pi (z) есть многочлен степени
Si — 1.Пусть Р, — наибольший из молекул коэффициентов многочлена 
Pi(z) и пусть

lim
і—>оо

Ig+ Ig+Л
Тогда имеет место следующая теорема.Теорема 5. Если все точки кг лежат в конечном числе нека­

сательных к единичной окружности углов, то существует меро­
морфная в единичном круге функция с главными частями (2) порядка $ = max (у — 1, р) (8 определяется по формуле (3)), но не существует 
мероморфной функции с теми же главными частями меньшего 
порядка.Из теорем 3, 4 и 5 следует, что при некоторых условиях суще­ствует мероморфная нулевого порядка функция f (z) с главными частями (2). Возникает вопрос, при каких условиях существует функ­ция ограниченного вида с главными частями (2)?Имеют место следующие теоремы.Теорема 6. Для того чтобы для любой таблицы комплексных 
чисел ai, 1, щ, 2,. • •, ai, п, i = 1, 2,..., удовлетворяющих условию

lim (1 — \к,|) <оо, у = 1, 2,...,и, |кг|<1, 1іт|кг|=1, (4)
і—>со І—>со 207



существовала ограниченного вида функция с главными частями
Cli f di р d• п (5>

необходимо и достаточно, чтобы выполнялись следующие условия:a) S (1 — | Хг |) < оо; б) все точки kt лежат в конечном числе нека- 
і=і

сательных к единичной окружности углов.
Если числа jai,>| растут быстрее, чем это разрешается усло­

вием (4), т. е. lim (1 — | Хг |) lg+| | = оо (для некоторого \^J<in), г—>со
то можно подобрать такие а\ . | а^ j | | at. [, что не найдется
функции ограниченного вида с главными частями Н (z, У, а'ф

оэ оо I IТеорема 7. Условия (1—|Х;|)<оо и ^(1—|Х;[)lg+^_p'p<<x>
достаточны для того, чтобы существовала функция ограниченного

А- °° А-
вида с главными частями,-—Если V (1 — 1Хг I) lg+5—г—^ = 00, то Z — / i 1 — л.
можно указать такие X;, | Хг| = | Хг |, что не найдется функции огра- 

At
ниченного вида с главными частями ------у.Z —
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