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МНОГОЧЛЕНЫ ФАБЕРА ДЛЯ ОБЛАСТЕЙ 
С НЕАНАЛИТИЧЕСКИМИ ГРАНИЦАМИ

(Представлено академиком М. А. Лаврентьевым 4 XI 1952)

Пусть G —односвязная область с границей Г — спрямляемой жор­
дановой кривой. Обозначим через да = Ф(г) функцию, отображающую 
внешность кривой Г на внешность единичного круга при условиях 
Ф(оо) = оо и Ф'(оо)>0, и пусть z = W(w) — обратная функция. Тогда 
многочленом Фабера n-й степени Фп (z) для G называется совокуп­
ность членов с неотрицательными степенями z в лорановском разло­
жении функции [Ф (z)]n в окрестности точки z = оо.

Возникает вопрос об условиях, при которых функция f(z}> анали­
тическая в G, разлагалась бы в ряд по многочленам Фабера, сходя­
щийся равномерно внутри G.

Г. Фабер (Ч показал, что если Г — правильная аналитическая кри­
вая, то всякая функция f{z), аналитическая в G, представима своим 
рядом Фабера. В другом случае (2) для разложения f(z) в ряд Фа­
бера достаточно, чтобы G была односвязной областью со связным 
дополнением, a f(z) — аналитической в замкнутой области G. Этот 
случай можно рассматривать как противоположный первому, ибо в 
первом максимум требований предъявляется к границе (она аналити­
ческая), а от поведения функции f(z) на Г ничего не требуется; во 
втором же случае от границы Г ничего не требуется, но зато функ­
ция f(z) в граничных точках должна быть аналитической, т. е. макси­
мально хорошей. Возникает вопрос о нахождении условий на границу 
Г и на функцию f(z), достаточных для разложения f(z) в ряд по 
многочленам Фабера и промежуточных между двумя крайними слу­
чаями, указанными Фабером. Два случая таких условий были указаны 
А. И. Маркушевичем (3). В одном из них Г — спрямляемая жорданова 
кривая, a f(z) — аналитическая в G, непрерывная в G и имеет огра­
ниченную вариацию на Г (а значит, и абсолютно непрерывна на Г); 
в другом случае Г обладает касательной, угол наклона которой a(s) 
к действительной оси, рассматриваемый как функция дуги s, удовле­
творяет условию | a (s") — и (s') К с | s" — s' (0<р<1), но зато f(z) 
принадлежит только классу Ег в G и произведение |/(Q 11п+|/(С) | 
суммируемо на Г.

Укажем еще несколько таких промежуточных условий, причем 
гладкость кривой Г будем характеризовать поведением на |w| = l 
функции (w) и ее производных.

Прежде всего отметим очевидную зависимость многочленов Фабе­
ра от степени гладкости границы области. Из формулы (4)

Ф —= 1 £ wn ^'(w) ( w"F(wz]dw
n{z> 2m J i^-z 2« J ш T(w) — z 2*1 J w г\w,z) aw

Г I w I =1 I w |=i (1) 
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следует, что Фп(г) является коэффициентом при w~n~1 разложения 
функции F(w, z) в окрестности точки w = оо при фиксированном 
zf G, т. е.

B(w z\ _ W _ у фл W 2)
r W T(w)-z “ 2j да»+і • ,2>

О

Из (2) следует, что при фиксированном z € G скорость стремления 
чисел {Ф„ (z)} к нулю зависит от свойств функции F(w, z) и, следо­
вательно, от степени гладкости кривой Г. Если Г — спрямляемая жор­
данова кривая, то ’Г' (w) € и, значит, F(w, z) тоже принадлежит 
классу Нг вне единичного круга, и, следовательно, по теореме Хар­
ди— Литтльвуда (5), последовательность {Ф„(2:)} стремится к нулю 
так быстро, что сходится абсолютно ряд

Если же Г — гладкая кривая и такова, что (^) б Hlt то функция 
F (w, z) тоже р 4- 1 раз дифференцируема на |w| = 1 и F^p+1) (w, z^H^ 
Интегрируя по частям интеграл в (1) р + 1 раз, найдем

ФИ*) = + $ ^'^^.^dw. (4)
lwl=l

откуда, как и в (3), придем к абсолютной сходимости ряда

2^ + 1)(п + 2)...(п+р)Ф„(г), (5)

причем нетрудно убедиться в том, что ряды (3) и (5) сходятся рав­
номерно внутри G. Если же Г — правильная аналитическая кривая, 
то {Фя (г)} стремится к нулю со скоростью прогрессии (^.

Теорема 1. Если Г такова, что (и>) ба у f (z) при­
митивная р-го порядка fP(z) принадлежит классу Ег в G, то f (z) 
представима своим рядом Фабера, сходящимся равномерно внутри 
G и абсолютно.

В частности, теорема справедлива, если f(z} аналитическая в G, 
кроме конечного числа полюсов, расположенных на Г и порядка не 
старше р.

Доказательство. В силу условий теоремы f(z) представима 
в виде

,, 4 FP), ч Сf (*) = fPp} И = £_ (6)

Далее, равенство, полученное из (2) заменой С = W (w), продиф­
ференцируем р раз по С; будем иметь:

=sф" ре* ©+©+•••<+га м (7) 

где

В? (С) = О (п^1) при С б Г, (С) = (п + 1)... (п + р) • (8)
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Полученный ряд сходится абсолютно при фиксированном z t G и 
любом С € Г, ибо множитель при Ф„ (г) по модулю не превосходит прС 
и ряд (5) сходится абсолютно. Умножая (7) на fp (С) и интегри­
руя почленно по Г, придем при помощи (6) к сходимости ряда Фа­
бера в фиксированной, но произвольной точке zEG. Для того чтобы 
доказать равномерную сходимость внутри G, достаточно, согласно 
теореме Витали (4), доказать равномерную ограниченность внутри G 
частичных сумм этого ряда. А для этого представим рассматривае­
мый ряд, используя (7), в виде суммы р + 1 рядов. Равномерная 
ограниченность внутри G частичных сумм первых р рядов очевидна, 
ибо (Q = O(nkl) и равномерно внутри G Ф„ (г) = Остает­
ся последний ряд, и достаточно доказать, что при z£FcG, С€Г 
и при любом N всегда будет

.V

I 9I = I s ф« (*) ^"11 (9 < м (Л. 
О

Используя (4) и (8), эту сумму можно представить в виде

^(г,г) = Ф'(СГ+1Ь^- F{p+1) (w, z) dw.

Далее, замечая, что и добавляя под интеграл сумму
отрицательных степеней w, что не изменит величины интеграла, ибо 
Д(/’+1) (да, г) € Ну вне единичного круга, получим

о (г Q = ф' С \, sin (л + р + 1) (9 — 90)
N у ’ ’ ' ' ТС j Z п + р + 1

|w|=lL о
(да, г) dw.

ir I V sin ЛаНо ведь S------1 1 " ■<2 pit при любом k и а, и, значит, 

| sN (z, С) I< IФ' (С) |р+1 С $ ]F(p+" (w, z)\\dw\.
1^1=1

Так как последний интеграл равномерно внутри G ограничен, то тео­
рема 1 доказана.

Из доказательства видно, что вместо обычной формулы для коэф­
фициентов Фабера (3) функции /(z) будем иметь полученную из нее 
интегрированием по частям р раз и содержащую ДК) и производные 
от Ф (Q до (р 4- 1)-го порядка. Относительно порядка коэффициентов 
можно утверждать лишь ап = О(пр\ откуда вместе с абсолютной схо­
димостью ряда (5) придем к абсолютной сходимости рассматриваемо­
го ряда внутри G.

Эта теорема указывает постепенный переход требований от кривой 
Г на функцию f (z) при понижении р. При р = 0 теорема накладывает 
по сравнению с другими р>0 максимальные требования на f (z):

и минимальные на Г: Ф"(да)€А/і. При р = — 1 теорема обра­
тится в случай, рассмотренный А. И. Маркушевичем: ведь тогда 
Ф' (те/) € Нх и вместо примитивной классу Еу должна принадлежать 
производная f'(z).

Теорема 1 остается справедливой, если от функции fp (z) требовать 
не принадлежности классу Еу в G, а просто представимости интегра­
лом типа Коши.
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Теорема
(где у + Д = 1

2. Пусть Г такова, 
). Если

кто и f(z)^Er

Г |w|=i (9)

то функция f (z) представима своим рядом Фабера, сходящимся 
равномерно внутри G. г

В самом деле, учитывая формулу коэффициентов (3), найдем что 
при zkrcu

Г _Г' (w^
J T (w) - 

|w|=l
2ГГ

и

—N

2лр (F, Г)

N N

1

0
r2n

где f [Ф (w)] =fi (9) + if, ф), a ^)+is^ (б) и sj}) (6), s^)-
частичные суммы рядов Фурье функций (0) и f, (0). Так как эти две 
функции суммируемы со степенью г' (ибо выполнено условие (9)), 
то их ряды сходятся в среднем с той же степенью, и поэтому, при­
меняя неравенство Гельдера к последним интегралам, придем к утвер­
ждению теоремы.

Теорема 3. Если Г такова, что Ф' (те/) € и, кроме того,

\ | Ф' (те/) 11п+1Ф' (те») 11 dm | < ОО, 
|W|=1

(10)

то всякая функция f (г), аналитическая в G и ограниченная там 
по модулю, представима своим рядом Фабера, сходящимся равно­
мерно внутри G.

В самом деле, из неравенства

о 1 |W)=1 о 1
следуе^ сходимость в произвольной точке z£G, ибо условие (10) 
обеспечивает сходимость в среднем ряда (2). Остается доказать рав­
номерную ограниченность внутри G частичных сумм этого ряда, а в 
этом нетрудно убедиться при помощи неравенства Юнга (®).

Так же как в первой теореме, в теоремах 2 и 3 от функции f(z) 
достаточно потребовать представимости интегралом типа Коши, функ­
ция распределения которого в одном случае удовлетворяет условию 
(9), а в другом ограничена.'

Теоремы 2 и 3 устанавливают условия, промежуточные между 
случаями р = 0 и р= — 1 теоремы 1. Аналогично доказываются тео­
ремы, дающие условия, промежуточные между случаями р и (р — 1) 
теоремы 1, только вместо Ф' (те/) и /(г) в них будут фигурировать 
Ф('+1)(те/) и fp (г).
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