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МАТЕМАТИКА

С. М. НИКОЛЬСКИЙ
ВТОРАЯ ЗАМЕТКА О ПРОДОЛЖЕНИИ ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫХ 

ФУНКЦИЙ МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ

(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 13 X 1952)

В этой заметке развиваются в одном направлении результаты, 
опубликованные в (\2). Сначала условимся в обозначениях.

Пусть в пространстве Rn вещественных переменных xlt ...,хп 
задана область G. Обозначим через Gn область, принадлежащую к G 
и состоящую из точек, расстояние которых до границы G больше т] 
h>0). При G — Rn полагаем G-^ = Rn.

Пусть г>0. Будем говорить, что функция хп) при­
надлежит к классу НрХ, (G; М), если она определена на G, интегри­
руема в р-іл степени на G вместе со своими частными производными 
d^f/dx* ,г), где /* К | ОС (г целое, 0<а<3), и, кроме того,
(5’ ■ ■ 51-^^1 + h, х2,...) — (хъ х2,.. Л) I Pdxx... дхЛ'Р< М | h 1“

при а< 1; (1)
S' ' + А’ %2’ • • • • • • ) +

+ fxXxi — х2’ • • •) \Pdx... dxn ^’Р^ МI h I прйа=1, (2)

каково бы ни было h, удовлетворяющее неравенству |А|<т], где 
-г; — произвольное положительное и

Производная здесь понимается в том смысле, как это определено 
в (х) или (2). Как показано в (^, она полностью совпадает с (несме­
шанной) производной в смысле С. Л. Соболева (*).

Аналогично определяются классы Нр^О^М) (I = 1, Если 
функция / одновременно принадлежит к классам (G; Mi) 
(i=l,...,n), то будем писать / € Нр'1.....(G;^,..., Мп). В случае 
если G = Rn, то будем писать еще короче: /€ Нр'1.... (Mlt... Мп).

Теорема 1. Если f € Нр1 (G; MvМ„), то, каково бы ни 
было т)>0, существует ее продолжение с G^ на пространство Rn 
с сохранением дифференциальных свойств. Точнее, существует 
функция <р, определенная на Rn и принадлежащая к классу 
НрГ'.....г"\ми., М„), совпадающая с f на G^zde

11/11^(0, + Mi), И ср II < с. ||Л|£,(0). (3)
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Здесь с-п зависит только от G, и

11/11^(0 = Ц- • • J \f\^dx1..., dxn\IP. 
а '

Теорема 2. Пусть г>0 и г=? + а, где 7 - целое и 0<а<1. 
Пусть, далее, некоторая, область G с Rn взаимно-однозначно ото­
бражается в область G с Rn при помощи функций

Ui = Ъ (ХЪ..., хп), = т +у П) 

непрерывных и имеющих непрерывные и ограниченные на G частные 
производные порядков, не превышающих г -|- 1, и таких, что якобиан

D(uv...,un)
D(xv...,xn) Ж>0 (на G).

Пусть, наконец, f(ub...,ип) £ Н(р} (О*; ЛГ).
Тогда, каково бы ни было ^Х), функция F = f (<?ъ ... ,<рл) от пере­

менных хг.......хп принадлежит к классу И? (G^AQ,

М)<а» ( ПУ + М*),

Если функция f € Пр1.......... (Mlt.... 7ИЛ), то она, вообще говоря, 
определена с точностью до n-мерной меры нуль. Поэтому неясно, 
что надо понимать под функцией

Ф (Х},. . ., Хт) = f (Ху . . . , Хт, ^и+1, • • ■, Хп ’

от переменных хъ ...,хт, получаемой из f при фиксированных 
xm+i« • • • > Условимся, что это есть такая функция, для которой

ІІГП I \ * ' * \ \f (Xi, * ’ • ’ Хт, Xm-j-ъ • • • , Хп) п ' J J

т+1
— f (Хь ...,Хт, Хт+ь • • • , Х^) \pdx1... dxm)1P = 0.

Можно доказать, что такая сходимость для рассматриваемой функ­
ции имеет место при условиях, рассматриваемых ниже.

Из теоремы 12, опубликованной в работе (г), непосредственно вы­
текает следующая теорема.

Теорема 3. Задана функция f — f (хъ..., хп), принадлежащая 
к классу Нр'1"" Гп\м,...,М), и пусть 1<т<и и для некоторых 
неотрицательных целых чисел \т+1,...Дп, образующих систему (X), 
выполняется неравенство

(4)
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Тогда частная производная

Ф (*і. Хт) -—
^т+1+-+ЛЛ/
_______________J У*1’ ‘’ хт' хт+1 > • • •» хп) 

бхЛ/"+1 - ■ -
т+1 охп

(5)

как функция от xv..•,хт при любых фиксированных хт^,...,хп 
принадлежит к классу Н^1 ..... Рт\к,..К), где

к<с(\\/№+м),

imi^^ai/U'0 +^).
(61

Здесь значок || ф ЦІГ обозначает норму в смысле Lp функции ф по 
пространству Rm.

Теорема 12 в работе (’) была снабжена примерами, из которых 
видно, что утверждение, в ней доказываемое, а следовательно, и 
в сформулированной здесь теореме 3, не может быть усилено. Отно­
сящиеся к этому вопросу добавочные примеры см. (6).

Следующая теорема представляет собой обращение теоремы 3. 
Она усиливает наш прежний результат (3).

Теорема 4. Заданы положительные числа ri (і=\,...,п) и 
всевозможные допустимые системы (X) неотрицательных целых 
чисел \т+ъ.. ., Х„, для которых выполняется неравенство (4). 
Пусть, кроме этого, каждой системе (X) приведена в соответствие 
функция ?(Л) (хъ..., хт) от т переменных, принадлежащая к классу

fpW....... Р(Л)\
........ЛР>).

Тогда можно построить функцию f (%i,..., хп) от п переменных, 
обладающую следующими свойствами:

1) f6.H(pr^—rn\K,...,K), (7)
где

к < г 2 (|| || Г + м(Л)), и/ и Г < с 2 (и и Г + м«) 
(Л) (X)

и с — некоторая константа;

2)
+ ...... Лт0....... 0)

= ?(Л) {хъ . (8)

какова бы ни была допустимая система (X).
Мы видим, что теоремы 3 и 4 дают возможность в известном смы­

сле исчерпывающе судить о свойствах дифференцируемых функций 
на тех или иных линейных подпространствах основного пространства, 
параллельных осям координат.

Математический институт 
им. В. А. Стеклова
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