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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА

К. Б. ДАЦЕВ

О ПОЯВЛЕНИИ ФАЗЫ ПРИ ЛИНЕЙНОЙ ЗАДАЧЕ СТЕФАНА

(Представлено академиком С. Л. Соболевым 25 IX 1952)

В нескольких предшествующих работах (\2) мы дали решение линей­
ной задачи Стефана (задача замерзания) при довольно общих условиях 
при помощи развитого там метода, если начальные длины фаз конеч­
ны. Остался нерешенным вопрос о появлении новой фазы, решение 
которого даем здесь. Решение задачи о появлении фазы в одном ча­
стном случае дано Стефаном (3,7) и указано в более общем случае 
Хубером (4).

Пусть два плоские касающиеся слоя Ах и А2, представляющие 
твердую и жидкую фазу одного вещества (например лед — вода), 
имеют общую нормаль ОХ для граничных плоскостей (для удобства 
снова будем говорить о стержнях Ах и А2 по ОХ). В начальный мо­
мент t = 0 существует только одна фаза, например жидкая А2, между 
точками х0 и Я, длиной 1 — х'— х0, с начальной температурой Ф(х)> 
>0, где принято для простоты, что температура замерзания равна 
нулю. Если (х, t), и2 (х, t) обозначают температуры Аг и А2, будем 
иметь:

дги, ди, 
аі'дх2=~дГ ^=1, 2Ь (О

w2 (%, 0) = Ф (х)>0 (Xo<x<y); (2)

«і(х0. ^)= «2« fl = ?2(fl>0 (^>0);
(3) 

иг [s (fl. fl = 0> и2 Is (fl> fl = о.

где Ф, <ръ <р2 — ограниченные интегрируемые функции; Ф(х) имеет 
производную в окрестности точки х = х0 и ф (fl имеет производную 
для значений t, близких к нулю.

Функция s(t), определяющая место границы фаз, дается калори­
метрическим условием (условием Стефана):

t
s (t) = s (0) + е

о
диг

1 дх dt, 1 е = —, ра s (0) = х0. (4)

Надо найти функции иъ и2, s, удовлетворяющие (1), (2), (3), (4). 
Обозначим через т малый интервал времени и рассмотрим две сле­

дующие вспомогательные задачи:
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1. Пусть (х, t) температура стержня, удовлетворяющая (1) 
'(i = 1) для (х0 с начальным значением нуль и удовлетворяю­
щая условию на конце иг (х0, t) = © = с, где^р _ значение ©2 (/) для 
фиксированного t из интервала (0, т). Тогда их имеет вид (5)

_ ОО
= 61 (51

2 Пусть «2(х, ^-температура стержня, удовлетворяющая (1) 
(I = 2) и условиям

«2^о> 0 = 0, й2 (У, 0 = ?2 (0> й2(х,0) = Ф(х) (х0<х<х/, />0).

«2 дается выражением (2, ®):

«2 (х, 0 = И2 (х, t) + UZ2 (х, t), (6)

V2 (х, 0 = J Г2 (х, £, t) Ф (?) di, (7)

G ). is)

2 '
1VZ / й2 С \ — X \^2(x, 0— — dx \~2T~, -p-)dx, (9)

n '

где &3 — известная тета-функция.
Как известно (в), когда /-»0 (х0<х<х'), о

а д^я ^2 = ®2(0 (^>0). Для небольших значений t (0</< т) 
а Ч (о) остается конечным только член с п = 0, а сумма всех 
остальных членов дает величину (х, t), где а/^о вместе с t 
Посредством обычных подстановок V2 (7) примет вид

оо ОО

V2 (X, t) = ~ J Ф (р) e-t'at — ~ Ф (^) e-^'di + И1 (X, t) - а2 (X, t), (10)
-*« к ьг

2а2 УТ ’ — % > Ч = 2а2£ у7 — X + 2х0.

в последних интегралах мы заменили верхние пределы, которые 
являются большими числами для малого т, бесконечностью в резуль­
тате чего П2 изменяется на величину а2 (х, t), где а2->0 одновремен- 
НО с г.

Обозначим 
временно с t. через а3(х, t) второй интеграл в (10), где а3->0 одно- 

П2 теперь напишется:
^2 — 7? + «4,

= ( Ф(р)е-^
Г 7Г J 

---

а функция «2 (6);

а4 (х, ^) = ах —- а2 — а3,

«2 (х, t) = R (х, /) + а5 (х, а5 = а4 + ^2. 

(И)

(12)354



где а-* О вместе с t.
X

I 2 С —Обозначим через Ч’(х) = р=Д функцию Гаусса. Пусть х—фик-
0

сированное значение х (х0<х<(х'). Если Ф = Ф(х2) (Xj фиксирова­
но, х0<хг х), будем иметь из (11), используя теорему о средних 
значениях,

ОО
Я(х)=— ? ^^ + 8 = Ф + + (1Г)

V тс J &
-Ьг

где 8 (г, х1( х, t)~>0 вместе с t и х — х0.
При помощи найденных функций можно составить решение задачи 

Стефана (1) —(4) для малых значений t. Попытаемся представить иско­
мую функцию s (t) (кривую х = s (/)) в виде

С = х ■— х0 -Г X , (13)

где X является неизвестным параметром.
Как в частном случае появления фазы для бесконечного стержня 

(Ф = const)_(3, 7), можно составить выражения их = Л + и2 = 
= А, + и определить постоянные Дь Blt А2, В., через начальные 
условия и условия на концах. Таким образом найдем функции их и 
и2, удовлетворяющие (1) (Z=l, 2):

(х, (14)

\2д2 /

Легко проверить, что их (х0, t) = ?, их (х0 + Х/Л t) = 0, и2 (х0 + 
А = а (А V^> м2 (х, 0) = Ф + а (х, 0), | а j 1, т. ё. их удов­
летворяет условиям (3), а и2 удовлетворяет (2) и (3) (х = s П) при­
ближенно. На основании известных свойств функций, входящих в 
м2 (6), нетрудно доказать, что a/Zm->0 вместе с t, если т — целое 
положительное число, и что если е>0 дано, можно подобрать такое 
т > 0, чтобы | а | < е, если 0 < t < т.

Из (14) и (15) найдем и' х, и' л и выражения

ФМ Я/ — ^УТ -XMa? 
• Jx, +xyt, t ах ЦТ (Х / 2Я1)

t _
Г С ______ -Ф У~Г
j W ) x0+xyt, t е

Подставим (13), (16), (16') в условие (4) и разделим на 
части. Таким образом найдем:

(16)

(Іб')

Vt обе его

Х = ^(k) - е£2р (t) iyt,

N (X) = -4 I х2Фе 
Ч -О

(17)

(17')
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Можно снова проверить, что 0/Г->О, где m - целое положи­
тельное, и что, если в>0 дано, можно найти т-»0 так, что

если 0<7<т. Таким образом, можно рассматривать урав­
нение А — А/(X) как произвольно заданное приближение уравнения (17) 
в зависимости от выбора т. i ;

Функция N (X), как разность монотонно убывающей функции X 
(от оо до 0, если X изменяется от 0 до ~, ,0) и монотонно воз­
растающей функции X (от 2^/^/^ до оо, если X изменяется от 
и до °0'’ есть тоже монотонно убывающая функция X, от ?/(0) = оо 
до /v(oo)= — оо. Следовательно, уравнение Х = Л7(Х) имеет только 
^«положительный конечный корень Хо. Заменяя X = Хо в (13), (14) 
(15), будем иметь функции s, иь и2. Так как для фиксированного т
имеем х0 + Хо | t^x<Z х для выбранного значения х, то вместе с 
х х0->0 будем иметь |Ф(х) — Ф|-»0 для интервала х0<х<х, и 
I ? W | * 0, когда Z —> 0.

Мы нашли таким образом приближенное решение задачи Стефана, 
данное через s (13), U1 (14) для х0<х<х0 + Хоyt, 0</<т, и и2, 
данное через (15), для х0 4- (-о Vt < х х, и через (6) или
(12) длях-^х<Сх', 0<Z<t. Для -г—>0 найденное решение стремит­
ся к точному решению задачи. В произвольно выбранный момент 
= т будем иметь две фазы и Л2 с длиной = As = s (т) — s (0) и 
— Л- Таким образом приходим к новой задаче Стефана с новы­

ми неизвестными функциями (х, t), v2 (х, t), а (Z). Условия на кон­
цах те же (2). Начальное значение (х) для (х, t) (t = т) получим 
из (14), Ф] (х) = (х, т), х0 <х < х0 + Хо , а начальное значение
Ф2(х) для иДх, J) будет, согласно (_15) и (6), Ф2 (х) = и2 (х, т) 
(хо + и Ф2 (х) = «2 (х, т) (х<х<х'). Тогда для
<7, где .Т произвольно, можно построить решение задачи Стефана 
известным способом, данным в (\ 2), разбивая интервал Т— -с на п 
частей. Через граничный переход /г—>оо, т —0 получим точное реше­
ние задачи.

Из изложенного видно, что для небольшого интервала времени 
0<№ толщина новой фазы увеличивается по параболическому за­
кону х = х0 + Х]/7 (13) при очень общих условиях на концах или на­
чальных условиях.

Как частный случай из полученного решения можно найти реше­
ние задачи,, когда одна из начальных фаз Д2 имеет бесконечную 
толщину (/= оо). Граничный переход Z—>оо делается без затрудне­
ний. Тогда И2 (7) становится равным 1/2 (10), где ах —а2 = 0, UZ2 = 0. 
Для кривой замерзания s (/) получим снова (13) х = х0 + кУ£ Если 
одновременно Ф2(х) = const, (t) = const, х0 = 0, получим известное 
решение для этого случая (3,7) для любых Z>0.
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