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МАТЕМАТИКА
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ОБ ИНТЕРПОЛЯЦИОННОМ РЯДЕ НЬЮТОНА
С НЕОТРИЦАТЕЛЬНЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 19 IX 1952)

Будем пользоваться следующим обозначением: если

F(x) = (х — ах) (х —а2)... (х —а„)

многочлен, не имеющий кратных нулей, то

|/(^), Я1, а3>... , a„]=^gl+ . (1)

В случае кратных нулей многочлена F(x) символ (1) определяется 
обычным переходом к пределу в предположении, что функция f (х) 
имеет необходимые производные.

Пусть
О х^ х2 .

бесконечная последовательность положительных чисел, для которой

v=l
(2)

Мы будем искать условия, при которых бесконечно дифференци­
руемая при 0<x<limxv функция f (х) разлагается в ряд Ньютона 

v->oo
с неотрицательными коэффициентами

/ (а) = а0 + аг (Xi — х) + а2 (xj — х) (х2 — х) + 

+ а3 (%i — %) (х2 — х) (х3 — х) +... (3)

Теорема. Бесконечно дифференцируемая при 0<Cx<limxv 
v->oo 

функция f (х) разлагается при 0 < х < lim xv тогда и только тогда 
v->co

в ряд Ньютона (3) с неотрицательными коэффициентами при xv, 
удовлетворяющих условию (2), когда

(— 1)" |/ (0. х, хи х2.........х„] > 0, (4)
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(5)(-іу+'іт x ?, xb x2„.., Xn]>0 

при 0<іх<ІХп+і, 0<5<xn+i, n = 0, ], 2,...
Замечание. Условие (5) выражает,’что функция

?я (х) = (— О" L/ (0. х, х^ х2,..., х„] 

не возрастает при 0<х<хл+1, как это видно из тождества

фл W —фл(5) 
Х-5 ( X, хъ x2,..., хп].

Доказательство Необходимость условий (4) и (5) для суще­
ствования разложения (3) очевидна, так как из (3) получаем У

х, хь .. .......... Хя] =
= а" + а„+1 (х„+1 - х) + пл+2 (х„+1 _х) (%л+2 -х) +... (б>

и, следовательно, функции

?»(х) = (~ WW. X, хь х2,..., Х„1

неотрицательны и не возрастают при 0<^х<"
Переходим к доказательству достаточно^™'Условий /4) и 

существования разложения (3). Для этот условии (4) и 
жество бесконечно дифференцируемых Ппи Чере\

«л при 0<x<hmxv функций.

(5) для 
N мно-

которые удовлетворяют условиям (4) и (5)
Пусть f (х) € и v '

V—>оо

Rm (х) =/(%)- а0 - й1 (Х1 -х)-а2 (Х1 - х) (х„ __х) - . 

• • • - (хх - х) (х2 - х)... (Хт _

где
«^(-1)^(0. ХР Х2,..., A==Oj h 2

Нетрудно убедиться, что Rm (%) € да. п 
п т + 1 ^пя этого заметим, что при

[#.(*), X, Хь..„ х„] = Х) х

С другой стороны,

Rm (Хх) = /^т (х2) =

(7>

(Xm+1) — 0,
и, следовательно, при п^т будем иметь

(- 1)л [/?«(/), х, хь х2,..., Хп] = z---------^)nRm(x)
Xj) . . . (х— хп)

l)m+1 (хл+1 — х)... (Хт+1 _ х)
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Таким образом установлено, что функции

W = (— 1)" [Яп (О» *2’ • • • ’ Я„]

в самом деле неотрицательны и не возрастают при 0 < х <С хп+ь
Теперь нетрудно установить, что если выполнены условия (4) и 

(5), то функция f (х) разлагается в ряд (3). Для этого заметим, что 
при 0<?<х<хт+г 

о < (- i)^1 [/?т (о, х, хь..., xm+1] < (-i)^ [/?«w, е. хп • • ■, хт+1к 
т. е.

. ~ (ж — X,) (х — хг). . . (х — X )

Принимая во внимание условие (4), заключаем, что 

«* = (—!)*[/ (if), хъ х2,..., Xk, х*+]] = 

= (— 1)* [f (t), хж, хъ х2,..., xk\ > О, 

т. е. при 0<?<хх
о < Rm ф </ (?), 

и, следовательно,

Далее на основании условия (2) заключаем, что 

при х>;, и, следовательно,

lim Rm (х) = О 
т-^со

при £<д:<Чітхч. Таким образом мы получаем при 0<х<Ч1тх,г 
v->oo v-»oo

f (х) = a0 + «1 (%1 — X) + a2 (Xi —x) (x2 — x) +...,

где коэффициенты ak = (— \ )k [f (t), xp x2,..., xft+1], k = 0, 1, 2,..., 
как мы уже заметили выше, неотрицательны.

Приложение. Если функцияf (х), бесконечно дифференцируемая 
при 0 < % < Пт х„, удовлетворяет неравенствам

(-l)fe/wW>0, k = 0, 1, 2,...,

при 0<x<limXv, то при 0<х<хл+ъ 0<$<хл+і
v->oo

(— 1)" \f (^)> *1> • • • > *л] = о,

(_ir+1[/W,^
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и, следовательно, функция / (х) разлагается при О \> в ряд
вида (3). В случае Xi = x2 = х3 =... получаем классическую теорему 
С. Н. Бернштейна (г) об аналитичности абсолютно монотонных функций.
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