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МАТЕМАТИКА

И. М. ГЛАЗМАН

О ХАРАКТЕРЕ СПЕКТРА МНОГОМЕРНЫХ СИНГУЛЯРНЫХ 
КРАЕВЫХ ЗАДАЧ

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 10 IX 1952)

Настоящая заметка посвящена исследованию расположения непре­
рывной части спектра краевой задачи, связанной с многомерной диф- 
•ференциальной операцией второго порядка вида

Z [и] =—+ g (Р) и, (1)

рассматриваемой во всем «-мерном евклидовом пространстве £ (для 
краткости принято п = 3). Функция q (Р) точки Р € £ предполагается 
непрерывной. Ниже используются метод, терминология и обозначения 
заметки (^.

Операция (1) порождает в гильбертовом пространстве ($) мини­
мальный оператор L и максимальный оператор М. Оператор L можно 
определить как замыкание симметрического оператора L', порожден­
ного операцией (1) на многообразии всех дважды непрерывно диффе­
ренцируемых в £ финитных функций. Оператор М можно определить 
равенством М = L*. Нетрудно проверить, что при q(P) = 0 будет 
L* = L, так что defA = O. Отсюда следует, что при условии ограни­
ченности функции q (Р) в также будет def L = 0. Это соотношение 
остается верным, если предположить лишь полуограниченность снизу 
функции q (Р) (5).

Если def А^=0, то оператор L допускает различные самосопряжен­
ные расширения L, но теперь, в отличие от одномерного случая, 
непрерывная часть спектра С (Z) зависит от выбора ~L (за исключением 
случая, когда defA<oo). Условимся называть ядром С (А) спектров 
самосопряженных расширений оператора L общую часть множеств 
С (А) при всевозможном выборе L и фиксированном L. Таким образом, 
если Кб С (А), то при любом Lt^L будет Кб С (А).

Ряд приводимых ниже критериев связан с поведением функции 
q (Р) в областях Q, не совпадающих со всем пространством <§; при 
этом на поведение функции q (Р) вне Q никаких ограничений (кроме 
требования непрерывности) не накладывается. Для удобства форму­
лировки таких критериев примем следующую классификацию областей 
пространства.

Пусть Q означает любую (связную или несвязную, ограниченную 
или неограниченную) область пространства Область Q назовем 
квази-конической, если она содержит сферы любого радиуса; если 
•область Q не является квази-конической, но содержит бесконечную 
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совокупность одинаковых непересекающихся сфер, то назовем ее 
квази-цилиндрической; если, наконец, область Q не содержит и такой 
совокупности сфер, то назовем ее квази-ограниченной. Таким образом, 
любая область й из принадлежит одному из введенных типов.

Теорема 1. Пусть О — некоторая квази-коническая область 
пространства $ и пусть М» означает множество тех точек Р EQ., 
для которых | q (Р) j > у. Если при каждом > 0 существует ин­
теграл j | q (Р) |2 dv, то [0, оо) с: С (А).

Доказательство. Положим, как в (1),

?і (х) = (х; X, е) = /8 ®0(ех)ехр(г/Хх), (2)

где ©о (х) — некоторая фиксированная дважды непрерывно дифферен­
цируемая на оси финитная функция. Отправляясь от функции (х), 
построим систему функций S = {uk (Р)/ по формуле

Uk (Р) = uk (Р; X, е) = (х—^, к, у) (у - 3*; 0, у) ®i ' 2 - 0, у), (3)

где х, у, z — декартовы координаты точки Р.
Построенная система функций g обладает следующими свойствами 

(см. (Ч):
а) функции Uk (Р) финитны и принадлежат DL;
б) если т? означает наименьший куб, вне которого us(P) = 0, то 

та П = 0 при k=pr;
в) ||ДцА+ХцА||<е/^||.
Далее, из (2) и (3) следует, что функции ик(Р; К s) при различных 

k, ). и е имеют одну и ту же норму в (<§), а также предельное 
соотношение

lim sup I uk (Р; X, е) | = О,
Е—^0

(4)

причем величина за знаком lim не зависит от k и X.
Пусть теперь Х>0 и А —любое самосопряженное расширение 

оператора L. Требуется доказать, что X € С (А). Зададимся числом 
а > 0 и выберем числа аА, \k так, чтобы вне О было uk (Р) = 0. 
Такой выбор чисел аА, возможен при любом е>0, так как, со­
гласно условию теоремы, область Q содержит сферы любого радиуса. 
Задавшись еще числом ^>0, получаем для любой функции Uk(P\ 
из @

II Luk - \uk II < II ^uk + Х«А II + II quk II <
< e II M + [ 5 \q (P) Uk (P) I2 ^'2 + f J I q (P) uk (P) 12 dv^< 

n-M4 M4

<е||«л||+ suP 1<7(Р)НЫ1+ SUP 1^(Р)|-/.<(8 + г( + /Д)||иа||, (5) Pf.n—P(~n

где
= $ l?(P)|2^. =

м^
Образуем теперь линейную оболочку G, последовательности 

{Uk^P)}^- Из а), б), в) и (5) для любой функции ti(P)6Gz получаем 
неравенство
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|| Ай - Хи ||< p (s, 71)11 и II,

где р (а, т;) = s +/48s + у;. Отсюда на основании леммы (*) заключаем, 
что С (L) П [X — р (е, т]), К + р (е, т])] =j= 0, а так как число s>0 произ­
вольно, то, в силу (4), С(А)Я[Х —т;, Х-{-7)]4=0, но число т)>0 так­
же произвольно, так что К € С (А), ч. т. д.

Из доказанной теоремы выводится ряд более простых достаточных 
условий выполнения соотношения [0, оо) с С (А). Таковым, например, 
является каждое из следующих условий:

1) lim ў(Р) = 0 при | ОР К ос, P6Q (случай £2 = ^ см. в (^);
2) функция 7(Р) ограничена в £1 и при | ОР |-»оо, Р £ q стремится 

к нулю по мере;
3) при некотором р>0 существует интеграл j \q (Р) |рdv (если 

а
p<Z%> то дополнительно требуется ограниченность q (Р) в £2).

Доказательство приводимых ниже теорем проводится по схеме 
доказательства теоремы 1.

Теорема 2. Если в некоторой квази-конической области £2 при 
|ОР|-> оо величина <о (q) — lim sup q (P) — lim inf q (P) < oo, то при 
любом X > О будет [X, X 4- ®] П С (Л)=^0.

Если условие lim7(P)=0 при | ОР |-»оо выполняется лишь в не­
которой квази-цилиндрической области, то соотношение [0, оо) с С (А) 
может оказаться неверным, но имеет место следующая теорема.

Теорема 3. Если внутри некоторой квази-цилиндрической об­
ласти £2 выполняется предельное соотношение lim q (Р) = 0 при 
| ОР | —> оо (РЕ £2), то ядро спектра С (А) протсирается в + оо, 
т. е. C(L)P\(N, оо)=,А0 при любом N.

Заключение этой теоремы остается верным, если при | ОР |->оо, 
Р^О. lim sup q (Р) — lim inf q (P) <| oo. Для больших значений X во всех 
случаях имеет место соотношение [X — р (X), X 4- р(Х)]ПС(А)=#О, где 
р(Х) = а]/Х + ь.

Предположим теперь, что дифференциальная операция (1) рассмат­
ривается в некоторой области £2 с границей S (удовлетворяющей 
некоторым условиям регулярности*) и q(P) = 0. Обозначим через А 
самосопряженный оператор, порождаемый операцией — А и краевым 
условием: и(Р) = 0 при P^S. Из теорем 2 и 3 следует, что в случае, 
когда область £2 квази-коническая, будет [0, оо)с С (А), а в случае, 
когда область £2 квази-цилиндрическая, множество С (А) простирается 
в бесконечность. С другой стороны, А. М. Молчанов недавно обнаружил 
(4), что в случае квази-ограниченной области будет С(А) = О. Таким 
образом, пользуясь результатом А. М. Молчанова, приходим к следую­
щей альтернативе: какова бы ни была область £2 (с регулярной гра­
ницей S), непрерывная часть спектра краевой задачи, определяемой 
операцией —Ес краевым условием и(Р) = 0 (Р € S), либо отсут­
ствует, либо простирается в 4- оо.

Пользуясь леммой (4), можно для операции (1) получить результат, 
соответствующий теоремам 3 и 4а (*) для случая полуоси. С этой 
целью следует вместе с операцией (1) ввести операции 4 и Z2, где 
<71 (^) = = inf q{P) и (Р) = (г) = sup q (Р) при | ОР | = г
(0<Jr<oo). Путем сравнения оператора А с Aj и А2 устанавливается 
следующая теорема.

Теорема 4. Если lim q (Р) = qn при | ОР | -»оо, Р^^, то 
(—оо, ^0)ПС(А) = 0. Если lim^(P) = — 0 при | ОР |-»оо, Р£$, и ОО
гц |<7i(r)l^> 1 для некоторой последовательности то

rk
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точка к = 0 является предельной для отрицательных собственных 
значений оператора L (при условиях теоремы def L = 0).

Если, в частности, q0 — оо, то теорема 4 дает распространение 
известного критерия Вейля (см. (3)) на многомерный случай. Впрочем, 
этот критерий Вейля для операции (1) следует из полученного 
А. М. Молчановым (4) необходимого и достаточного условия дискрет­
ности спектра (в предположении полуограниченности снизу функции
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