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МАТЕМАТИКА

И. М. ГЛАЗМАН

О ХАРАКТЕРЕ СПЕКТРА ОДНОМЕРНЫХ СИНГУЛЯРНЫХ 
КРАЕВЫХ ЗАДАЧ

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 10 IX 1952)

Настоящая заметка посвящена исследованию расположения непре­
рывной части спектра краевой задачи, связанной с дифференциальной 
операцией 2п-го порядка

п

3 (-■)■-• (0<*<~)  (I)

* В случае операции (1) таких собственных значений не существует.

А=0 ах ЛХ

с одним сингулярным концом. Применение предлагаемого здесь метода 
к хорошо изученной операции

—У' + ^Wy (2)

дает, наряду с критериями, полученными ранее различными частными 
приемами, также и новые результаты.

В заметке принята следующая классификация точек спектра само­
сопряженных операторов А в гильбертовом пространстве Н. Спектр 
S (А) оператора А состоит из двух непересекающихся частей S (А) = 
= D (А) + С (А). Дискретная часть D (А) состоит из всех изолирован­
ных точек роста спектральной функции Е^ оператора А (за исключе­
нием собственных значений бесконечной кратности *).  Непрерывная 
часть С (А) состоит из всех неизолированных точек роста функции Е^ 
(и изолированных точек роста, являющихся собственными значениями 
бесконечной кратности).

В основу исследования положена следующая простая лемма:
Лемма. Для выполнения соотношения С (A) Q [к — 8, к + в]^О 

необходимо и достаточно существование бесконечномерного линей­
ного многообразия G, на котором имеет место неравенство

М/-ЛЛ<в||Л (f^G). (3)

Для бесконечности множества S (A) f) (— оо, к) необходимо и доста­
точно существование бесконечномерного линейного многообразия G, 
на котором имеет место неравенство

(АГ-х/./хо (ЛО- (4)
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Следствие. Если, к € С (А) и Q — ограниченный самосопряжен­
ный оператор с нормой || Q || < то С (А + Q) П R — ¥= О
(см. С1)).

Переходя к операции (1), условимся обозначать порождаемый ею 
минимальный незамкнутый оператор через Е (в 0) этот оператор обо­
значен через А), его замыкание — через L и любое самосопряженное 
расширение — через L. Так как дефектное число def L конечно, то 
множество C(Z) не зависит от выбора L. Если расщепить L' в точке 
х = 7, то получим Ао = ® и> соответственно, ~L0=~Lr@ причем
с (Z) - с (£0) = с (ZY) (см. О).

Применение леммы состоит в построении многообразия G, на ко­
тором выполнено (3) или (4). В качестве первого примера применения 
леммы покажем, что изменение коэффициента рп (х) на величину, 
бесконечно малую при х->оо, не влияет на С (Л).

Теорема А. Если I [у] и нЫ- две операции типа (1) и

где limvj (х) = 0 при х-+ оо, то С (Z) = С (Л4).
Доказательство. Пусть — спектральная функция оператора 

Z и пусть k€C(Z). Требуется доказать, что к€С (М). Зададимся чис­
лом е>0 и выберем произвольно несколько линейно независимых 
функций из бесконечномерного линейного многообразия Е (К — е, X + в) Н 
(здесь // = <Z’2(0, оо)). Так как defA<oo, то при достаточно большом 
числе выбранных функций можно из них образовать линейную ком­
бинацию 0), принадлежащую DL\при этом будет || Lf± — k/x|| < в ЦД ||. 
Так как, далее, L есть замыкание L', то существует функция 
такая, что И А?! — k®x || О || <рх ||; при этом существенно, что функция 
©Дх) финитна (т. е. равна нулю вне конечного интервала). Теперь 
расщепим L в любой точке х — т, правее которой ® (х) = 0. Так как 
С (Z) = С (Ат), то kCC(ZY), и можно построить при х>? функцию 
®2 € D такую, что || э2 — к<р2 Ц <в || ©21|, или, что то же, || А®2 — к<р2|| <

^вЦфаІЬ
Продолжая неограниченно начатый процесс, придем к бесконечной 

последовательности S функций {©*}”, обладающей следующими свой­
ствами:

а) функции ©a(x) = ®a(x; к, е) финитны и принадлежат Df,
б) если [a.s, означает наименьший интервал, вне которого ®5(х)=0, 

то [«*, ^ПК, М = 0 (&=£г);
В) || Z?* —М»* || <8 || <р* Ц.-
Образуем линейную оболочку Gm последовательности {<p*}“=m- Из а), 

б), в) следует,что при © С Gm будет ||Z© — kep || < 81| ср ||. Отсюда при задан­
ном ^>0 и достаточно большом т, в силу условия гДх)->0, будет 
|| Aftp — кер || < (а + т;) || ер ||, но тогда из леммы заключаем, что С (Л4) П 
q [X — (е + vj), к + (в + т()] =f= 0, откуда, в силу произвольности е > 0, 
следует С (Л4) Г) (k — ц, к + "Ф 0, а так как число т] > 0 также про­
извольно, то к€С(7И), ч. т. д.

Если заменить условие (х) -> 0 условием lim sup И (х) | < т], то, видо- 

изменяя лишь окончание приведенных выше рассуждений, получим» 
что С (М) лежит в тгокрестности С (Z).

В случае операции (2) вопрос о справедливости теоремы А был 
поставлен в (4), где доказано лишь совпадение крайних левых точек 
С (Z) и С (Л4). Если в (2) положить ^(х) = 0, то доказанная теорема 
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дает результаты (в) и (7) (см. О), которые можно усилить следующим 
образом.

Условимся здесь и далее обозначать штрихом множества точек 
полуоси (0, оо), содержащие интервалы любой длины. Если принять в 
условии теоремы A Z [у] = ( —1)л_у(2',), то при доказательстве можно 
положить

(х; X, е) = фх (х — а*; X, е), (5)
откуда следует следующая теорема.

Теорема 1. Если lim?(x) = 0 при х->оо, х^Г, то спектр 
S(L) оператора, порожденного операцией I [у] = (— l^yw) -f- q (х)у, 
содержит полуось X > 0. Если <0 (q) = lim sup q (х) — lim inf q (x) < 00 
при x-^oo, х^Г, то при любом X > 0 будет C (L) Г) [X, X + <о] 0.

Приводимые ниже теоремы устанавливаются по образцу теоремы А 
на основе сравнения операции (1) с операцией (— 1)лу2л) и спе­
циального выбора системы функций S, обладающей свойствами 
а), б), в).

Теорема 2. Если выполнены предельные соотношения 

limрй (х) = 1; lim pk (х) = 0; 
lim p{k (х) = 0 (^ = 0, 1, .... п\ r = 1, 2, k- 1)

(6)
(7)

при х->оо, то [0, oo]o:S(Z).
Доказательство проводится с помощью системы (5). Теорема остается 

справедливой, если считать в (6) и (7) хбД,г. Если правые части (6) 
заменить на с0>>0 и с* (Л = 1, 2, ..., п), то при некотором будет 
(N, oo)cS(Z).

Теорема 3. Если выполнено (6), (7) и, кроме того,

lim pk (х) = + 0 (k = I, 2, ..., п — 1), (8)
Л->ОО

то (—оо, O)DC(Z) = O.
Доказательство. Для любого найдется у такое, что при 

х>у будет дДх)> —и, следовательно, Ь^ — ч^Е, так что 
( — оо> — т]) П С (ZY) = 0. С другой стороны, C(Z) = C(ZY), и поэтому 
(—— т]) П С (Z) = 0. Так как число tj > 0 произвольно, то(—оо, 0)П 
Л С (L) = 0, ч. т. д.

Теорема 4. Если выполнено (6), (7), (8) и, кроме того,
со

lim/7Zi (х) = — 0, limx2"-1^ \pn(t)\dt = 00
X

при х->оо, то отрицательные собственные значения оператора 7, 
имеют предельную точку X = 0.

Доказательство основано на полуограниченности снизу оператора 
Z и на системе S, аналогичной использованной в (J) для теоремы 3.

Теорему 4 можно несколько усилить. Так например, при п = 1, 
р0 (х) = 1 имеет место:

со

Теорема 4а. Если в (2) lim q (х) = — 0 и xk \ | q (t) | dt > 1 для
*k

некоторой последовательности х*-»оо, то точка Х = 0 является 
предельной точкой отрицательных собственных значений.

Эту теорему можно рассматривать также как достаточный крите­
рий осцилляционности уравнения I [у] = 0.
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• Доказательство дальнейших теорем опирается на систему функ­

ций где (х; X, в) = Уё^о (ex) exp (iy^x), ®k (х) = <pi (х — а*),  причем 
?о (х) — некоторая фиксированная функция из Dy

* Эту систему функций предложил В. А. Марченко.
** Ряд критериев для определения def L в общем случае (1) недавно получек 

М. А. Наймарком (3).

Представим теперь операцию (1) в виде
2« d2n-k у

I [у] = 2 Qk (х) d^n-k 
fe=0

и предположим, для простоты, ^0(х) = (— 1)".
Теорема 5. Если коэффициенты q^x} (Л = 2, 3, л; х€/^)

я—1

ограничены, то при больших X С (I) П [X, Х+р (X)] =£ 0, где р (Х) = <о (qj X " 
(величины <ой = ш(^й) определены, как в условии теоремы 1).Г

1— 2л*
Если ш2 = «з =... = = 0, <or =j= 0, то р (X) = ыг X п . Из теоре­

мы 5, в частности, следует, что С (L) fl (N, оо) =^= 0 при любом N.
Теорема 6. Пусть М*. „ означает множество всех точек х, для 

которых [ qk (х) Если при каждом т£>0 будет | qk(x) ]2<Zx<oo, 
/по [0, oo)cS(L).

В условии этой теоремы также можно считать х€/*.
Из теоремы б можно вывести ряд более простых достаточных 

критериев выполнения соотношения [0, ©o)czS(Z). Таковым, например, 
является каждое из следующих условий: 1) функции qk^x) ограничены 
и при х-^оо стремятся к нулю по мере; 2) при некоторых положи-

ОО

тельных о*  существуют интегралы qk (х) dx (при дополнительном 
предположении об ограниченности функции ^г(х), при ог<2).

Последний критерий может быть усилен за счет освобождения от 
требования ограниченности qr(x) при Для этого следует видо­
изменить систему функций положив <р*  (х;Х, е)=Ув ф0 [в (х—a*)]  ek (х; X), 
где е*(х;  X) — некоторое решение уравнения Z[y] —Ху = О*.

Для случая (2) теорема 6 и последующие рассуждения дают, 
в частности, критерий Путнема (q (хубё2 (0, оо) (7)), Уолеча 
C|/x^(x)€^f2(0, оо) (5)), а также критерий Вейля (q (ху<£х(0, оо) (2)) 
в несколько усиленной форме, так как при интегрировании полуось 
(0, оо) можно заменить множеством Г. Условия 1) и 2) являются, 
повидимому, новыми для операции (2), за исключением случаев 
интегрируемости со степенью 1 или 2.

Изменяя несколько условие теоремы 6, можно получить критерии, 
аналогичные сформулированным в теореме 5. Отметим также, что 
в случае (2) все критерии, констатирующие наличие непрерывной 
части спектра, являются одновременно достаточными условиями для 
соотношения def L = 1 (случай предельной точки см. (2) **.  Изложен­
ный способ исследования распространяется на многомерный случай.

Харьковский политехнический институт Поступило
им. В. И. Ленина 10 IX 1952
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