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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

К. В. СОЛЯНИК-КРАССА

К РЕШЕНИЮ ОСЕСИММЕТРИЧНОЙ ЗАДАЧИ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ 

(Представлено академиком В. И. Смирновым 23 VII1952)

Уравнение статики в перемещениях при осесимметричном загру- 
жении тел вращения (г)

(х + 2р)^ +2р^ = °, (X + 2р.) ~ _ 2р у ~ (гш) = 0 (1)

выполняются, если положить

1 1
Х + 2р г dr ’

1 1 ^9,
<о = ------,2р. г dz ’ (2)

где ф, — функция, удовлетворяющая дифференциальному уравнению
д2Ч> 1
dr* г dr dz2 (3)

В формулах, приведенных выше, г и z — цилиндрические коорди­
наты точек тела (ось z совпадает с осью вращения); X и pi — постоян- 

„ а 1 d (ru) .dw ди dwные Ламе; В- = —= соответственно, относи­
тельная объемная деформация и вращение; и и ни — радиальное и 
осевое смещения.

Вводя новую вспомогательную функцию Ф условием
X d(ru) . n q , dw_  1 дФ (ди , dw\ 1 дФ
г + ^dz^-Pd^’

для перемещений получаем:

и = 1 Ф + <?.
2р г

^ = ±1 й (ф_э) 
dr 2р г dz' •

dw 1 1 д
dz — 2р г дг (®+ НглИ

где v — отношение Пуассона.
На основании первого равенства функция Ф должна удовлетворять

уравнению
(6)

По условиям интегрируемости двух последних уравнений (5) 
устанавливается связь между функциями Ф и <?,

д2Ф 1 дФ . д2ф 1 д\
dr2 г dr dz2 1 — v dz2 '
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Задавая функцию Ф в виде

ф = ^ + г& (8)

где ф —функция, удовлетворяющая уравнению ~—^11_]_^=о 

и ? ~ 2 и — vj *̂*  выполним условие (7) и для напряжений получим

* В приложениях иногда удобно, чтобы функция Ф была равна нулю на контуре 
в осевом сечении тела и имела постоянное значение Ф = С на оси вращения. Усло-

1 1вия (10) при этом получают форму - (Ф — С) = 0 и — [Ф + 2 (1—v) <р] = 0 при л=0.

1 ОФ „ 1 ОФаг = — д------ Q, аг = ч— , г аг ’ г дг ’
о ,, . 1 d(f , „ 1 дФ (9)a, = 2(l+v)y^ + Q, Ъ = --^,

Здесь для простоты записи принято обозначение

П = ^[Ф + 2(1->)?]-|^.

По отсутствию сдвигов и радиальных перемещений на оси враще­
ния на основании второго равенства (4) и первого равенства (5) функ­
ции Ф и ® должны удовлетворять условиям

уФ = 0, -? = 0 при г = 0. (Ю)

На контуре осевого сечения тела вращения напряжения связаны 
с радиальной рг и осевой pz составляющими внешней нагрузки равен­
ствами

°r COS (nr) + trz cos (nz) = pr, xrz COS (nr) + az cos (nz) =pz, (11) 

в силу которых

-^ = rpz, Qcos(nr) = 7—(12) 

на контуре в осевом сечении тела; ds и dn— соответственно, эле­
менты дуги и нормали.

В частном случае отсутствия нагрузки на поверхности тела

Ф = С = const, Q cos (nr) = (13)

на контуре в осевом сечении тела*.
Таким образом, задача отыскания напряжений при осесимметрич­

ном загружении тёл вращения сводится к построению функций на­
пряжений с? и Ф, удовлетворяющих дифференциальным уравнениям (3) 
и (6) и условиям (10) и (12) или (13) и связанных между собой усло­
вием (7).

В случаях осесимметричного загружения удлиненных вдоль оси 
тел вращения (стержней) обычно требуется точное удовлетворение 
граничных условий на боковой поверхности и выполнение условий 
статической эквивалентности напряжений внешним, приложенным в 
торцах силам. При отсутствии нагрузки на боковой поверхности тела 
последние условия сводятся к равенству С = —Р/2чт, где Р — сила, 
растягивающая стержень.
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В криволинейных ортогональных изотермических координатах ; 
и т; (2) уравнение (3) получает вид

йЦг od+ оу [г бц) и- 1 ’

Напряжения в таких координатах определяются формулами
1 Г1 /дФ дг дФ дг\ о (дг\* 1

°' н L г Us dj w J ’

_ 1 г 1 (дФ дг дФ дг\ n
0,1 ~ Н L г Ui) di) d^W 12 W Г

аФ = 2Л+№<£ + ^^1 + Q (15)
* гН di; di)J ‘ '

_ І Г_1_ /дФ дг дФ дг\ р dr dr 1
Н [ г Us ду di) d?/ 2 d$ dij ’

где H = gy + gy _ gy + gy.
\dv \d^J \drp ~ \di)/

В частном случае эллиптических координат

г = с sh 5 sin т), z — с ch; cos т] (16)
Функции <p и Ф имеют значения

То = (Aj ch В + Во°) (Со° cos 7) + D°o),

= [AnkP'k (х) + В^ (х)] [C°kP'k (у) + D°kQ'k (у)] sh2 c sin4

Фо = (AUh 5 + В*) (Co* cos I) + D*) + (17)

“ Mo(Co cos 7] + О") sh2 ; cos 7j + C° (Aj ch $ + 2??) ch; sin2 tj],

Ф* = [AkPk (x) 4- BkQk (x)] [СкР'ь (y) + D^k (y)] sh2 $ sin2 t; 4-

(x) 4- BlQ"k(x)] [CkP'k (y^A-D^k (y)] sh2 5 cos 7] 4-

4- [АкРк (x) 4- BkQk (x)] [С^Рй (y) 4- D°kQk (y)] ch В sin2T]}, 

ппга^ ~ Функции Лежандра первого и вто-
Р° о рода переменных х = ch $ и у = cost;

Функции

? - с2 [А? 4- Bl Qi (х)] sh2 z sin2T] 4- с® {Д° ch $ 4- А^с2 [3 sh2« - 
(7 ch , — 3) cos2 7]] ch$ 4- 2^2(х)4-В°р4(х) (7 cos2 t; —3)} sh2 $ sin2 t; cos 7],

(18)
ф = с2 ГА* 4- B*Q't (x) - 2B?__ 62~cos27i I sh214in2 4.

L T / ’ch-^-cos^sh^ ^d h ' +

+ СЧ(А; + x2°) Che 4- C2 [3(Al 4- ^) Sh2 e - (Al 4- Al) (7 ch2 $ - 3) cos2 t; -
' 8 ch2 5 cos 2 7)] ch S + (Bl 4- B?) Ql (x) + (Bl + Bl) Ql (x) (7 cos2 tj - 3) +

4- 4Bl[5Ql (x) 4- 2Qi (x) - COS2 7j —

_Л+4в; b®-cos.„ । . 2_ 2 

Sh25 fSln c Sin2 7j COS 7] ,
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взятые из числа (17), соответствуют решению задачи о концентрации 
напряжений у весьма малой эллиптической полости, образованной 
вращением эллипса х = Ь, в круглой плите с высотой 2А и радиусом а, 
нагруженной равномерной нагрузкой q по верхней грани при боковой 
поверхности, свободной от радиальных сил и распределенных моментов.

Значения постоянных
.* 1

в функциях (18) суть следующие:
* _ 3_^ _ ДО. д* _ _ 1 q .

8 Л Л3, Л4 64 Л3 ’

265?
б2^-! = £ И1 - (1 + >) ь (Ь2- l)^ (£)];

о* 1 do_  1 3 qb . „ / n* I o0\ / > \ I “ (^2 + 454)
в^ + в^ n + 3 + B^ W

в1+Я = -4— - 4Я?
7Q4Wl

[5q;(6)+2q;(&)_|]};

ві = ~ {2Д? (b2 - 1) [9 - 2 + (1 + v) Ai (7b2 — 3) 1;
1 L Q4 W J J

w! -И -2(1+0бм;+б(з+,)(,«((,’-1)л;+
\ *¥2 \U) /

+3(ft2-in«;+B’)k(6j-^Q;(ft)L3L4^ +
L V2W J L Q2WJ Цд\

+ 1 (b2- 1) [5Q; (b) - I] + 6 (1 + v) BibQi(b) j;

D = + [1 + 3b2 + (1 + v)b (b2 - 1) Q?(&)] O^b);

D. = 2 (b2- 1) [5QZ (b) + 2Q4 (ft)] + 7b (b2 - 1) [5Q^) - f + *1 +
L <-» \U — 1 / J

1 А. Л я в, Математическая теория упругости, 1935. 2 Л. С. Лейбензон,
Курс теории упругости, 1947.

, (b2—l)Q3*)r ' / M+ 7 (1 + v) bQ. (b) - 2 5Q2 (b) + 2Q4 (b) - J ;
Ч<4 P) L “ J

Z)2 = (l+v)M^-l)Q2W+6^ + 2Z;.
Q2№)

Случаи:
34 = — у р', Л? = 4 jj _g ~j Р', A2 — A2 — Аі = АІ = 0; (20)

2 (1 + v) Р’ 3i = Да = Д2 = A — Д* = 0; (21)

X=-2(T^^; 3°2 = ^f; Лі = Д? = Д: = Д? = 0 (22)

соответствуют концентрации напряжений у указываемой полости при
растяжении стержня силой P — va^p (20), при сжатии плиты радиаль­
ной нагрузкой р, приложенной к боковой поверхности (21), и при 
чистом изгибе плиты (22).
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