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МАТЕМАТИКА

К. А. РОДОССКИЙ

О НЕКОТОРЫХ ОЦЕНКАХ ВЕЛИЧИН А(1,х) 

(Представлено академиком И. М. Виноградовым 16 VIII 1952)

В этой заметке приводятся три теоремы, относящиеся к оценке 
величин L (1, х) = 2 п~\ Х — неглавный характер по модулю D*.

* Относительно имеющихся гипотез о поведении величины L (1, х) при D—>oo 
см. 0).

п—1
Ниже С, С2> • • • обозначают, в каждой теореме свои, абсолют­

ные положительные постоянные.
Теорема 1. Пусть D — достаточно большое натуральное число, 

■ц € [4 In In D • (In Dp1; 0,1].
Тогда число тех характеров по модулю D, для которых 

| L (1, у) | ±1У> Cyrp1 In In D, будет меньше С2 \nsD-D8\
Доказательство. Из теоремы, доказанной в работе (2), непо­

средственно следует, что число /.-функций с характерами по модулю D, 
имеющих нули в прямоугольнике /?(1 — (/К/)11) не может
быть больше, чем С2 In8/?-/?871. Остается показать, что для остальных 
Z-функций (не имеющих нулей в R) имеем | L (1, х) С^-1 In In D.

Для этого, используя формулу
а+іт , S

2 X («) Л (п) = - ~ ( 4- (s, fi-ds + RT (х), 
п<Л a—IT

где а = 1 + In^x, х>3, T^l, | RT (x) | C3 in Dx + In x\ и от­
сутствие нулей L (s, x) в прямоугольнике R, легко находим

2 X(«) A (ri) I <C4(ln8D-x1-’,+ln’*a + (In2/? + ln2x) /?"” + Inx). 
n<x

Пользуясь этой оценкой при х€[х0, хД где 

In х0 = 4т;"1 In In D, In Xi = 6/?~”/4,

и тривиальной оценкой при других х, получим 

| In А (а0, х)!< -5-1 d х d^ In In Xq -f- C

при a0 = 1 + (In
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Отсюда непосредственно следует теорема.
Обозначим в дальнейшем символами х(д первообразный действи­

тельный характер по модулю D, — первообразный биквадратический 
характер по модулю d и т. д.

Теорема 2.

, , , ,, ,, , 1 < С, In dD • In d.|ШхМ|2 J
Доказательство. Рассмотрим пару первообразных характеров 

у и Хх с соответствующими основными модулями I) и Dr.
В двух следующих случаях:

1) X = ХЙ’> Хх = х^;
2) Х = хМ’. ХГ = Х 

легко показать, что

ф (s) = С (s) L (s, х Xi) - L (s, x) /- (s, Xi) = 2 a" n~S' 
n~l

причем an 0.

Образуем целую функцию Ф (s) — L 2е (см. (3)) и разложим 
в степенной ряд:

Л=0

Так же, как и в работе Эстермана (3), получим (s>0)

Ф (S) - > - Mb ХХ1)

При £ = С2 К1/ЛД.
Переходя к пределу при s -» 1, получим

Ш X)ML Xi)<C4ln£>Z)1.Z(l,xXi) + ^(l- ХХ1),
а это и требуется доказать.

Заметим, что, используя неравенство

л2 — 1 — л2 cos ® + cos л® ;> 0

(л целое), можно получить такого же типа оценки, но более слабые, 
для характеров других степеней. Вывод таких оценок основывается 
на рассмотрении линейных комбинаций /.-рядов. Кроме того, теорема 2 
может быть обобщена и на произведения более двух L (1, х)-

1
Теорема 3. Пусть 3^d<DXnXnD- (d,D) = \.
Тогда

Доказательство. Исходя из тождества

Л=1 Л=1 

S-’O



после несложных преобразований получаем

М1,Х2>)- 2 iSzg>(a) + o(D-'-).
°С,<«<гОсі

Складывая это тождество с подобным для L (1, получим:

L (1, + L (1, /&) > 2 ” 2 xg> («) (1 + Х^2) («)) - Л
ЛС><л<гОсі <Чп

> 2 1DC‘<p<eDci, yS^(Р)=—х Р
[zg>(p)(i+z!,«W) + 2J-j%>

2 2 1
D^P^dCi, х(2) (р)__j

Сг С
VW lnD

при надлежащем выборе постоянной СР
Поступило
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