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МАТЕМАТИКА

С. Д. БЕРМАН

К ТЕОРИИ ПРЕДСТАВЛЕНИЙ КОНЕЧНЫХ ГРУПП

(Представлено академиком О. Ю. Шмидтом 9 VIII 1952)

Известно, что число неприводимых над алгебраически замкнутым 
полем Р представлений конечной группы О равно числу классов со­
пряженных элементов G, если порядок группы и степени этих пред­
ставлений не делятся на характеристику поля.

В настоящей заметке решается вопрос о числе неприводимых 
представлений конечной группы над произвольным полем К, характе­
ристика которого не делит порядка группы и степеней ее абсолютно 
неприводимых представлений.

Пусть G —конечная группа порядка Л; К— поле, удовлетворяющее 
указанным выше ограничениям. Обозначим через R(G, К) групповое 
кольцо группы G над К.

R (G, К) разлагаются в прямую сумму минимальных двухсторон­
них идеалов:

R(G,K) = R + .. • + Н (1)
Каждый идеал Ij (j = 1,. .., s) порождается идемпотентным элемен­

том центра ej. Число неприводимых представлений G в поле К равно 
числу слагаемых в разложении (1).

Дополним К до алгебраически замкнутого поля К и образуем 
кольцо R (G, К). Очевидно, R(G, K)^R (G, К). Имеет место разложение:

R(G, А) =7^... +~h, (2)

где Ij (j = 1, .. . , t) изоморфен полному матричному кольцу порядка 
iij над К и порождается идемпотентом центра ej.

Каждый идемпотент ві (г = 1,..., s) однозначно представляется 
в виде суммы некоторых из идемпотентов е у.

ГІ ~ S

et^^eP (3)
*=1 І—1

Пусть Съ .. ., Ct — классы сопряженных элементов группы О; 
Л,- — число элементов класса Ct; kt — сумма элементов класса Ct 
в R(G,K); п — наименьшее общее кратное порядков элементов G; 
е — первообразный корень степени/г из 1. Идемпотенты ej = 
принадлежат кольцу R (G, К (в)) и определяют характеры (g) (gEG)
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Имеют место соотношения:

m=1 т (4)
— п- t
е> = у 2 Xi М km fl- 

m=l

Здесь gv .. . , gt образуют систему представителей классов Съ ..., Ct. 
Обозначим через Г группу Галуа поля К (в). Каждый автоморфизм 

ф € Г задается формулой

ф (е) = 8V, (v, h) = 1; (5)

назовем v индексом
Будем говорить, что идемпотент ej /(-сопряжен с идемпотентом eit 

если
_ п. ‘
еі = ф (ei) = -ft 2 ? [Хг (g^1)] km. (6)

ml I

Соотношение /(-сопряженности идемпотентов et рефлексивно, сим­
метрично и транзитивно. Значит, множество Е = {eltej распа­
дается на пересекающиеся подмножества ЕЬ...,ЕР /(-сопряженных 
между собой идемпотентов. /(-сопряженные идемпотенты et и ej опре­
деляют /(-сопряженные характеры х,- (g) и ху (g)- Подмножествам 
Еъ.... Ер соответствуют системы характеров Хъ . .. , Хр, которые 
мы назовем /(-отделами характеров.

Если <р € Г задается формулой (5), то

? [Хг(£)] = Xitev)- (7)
— Z,

Пусть еі = А- 2 Xi (g^1) K, = K(хг (gf1), • • •, Хг (g^1));
m=l

Фр • • • , фг — автоморфизмы группы Галуа IV поля Ку Тогда все идем­
потенты ет € Ej представляются в виде (е;), ... , (ej).

Этот факт является следствием нормальности поля Kj и возмож­
ности продолжения любого автоморфизма Kj до автоморфизма поля 
К^).

Сумму идемпотентов множества Е-, обозначим через et (i = 1,..., р). 
Очевидно,

et € К (G, К) (/ = 1.........р). (8)

В самом деле, еі = ВІ1 + . • . + B\'}kt, причем коэффициенты 
Bi.'В*'1 выдерживают действие всех автоморфизмов группы 
Гі (/= 1,. . ., р).

В силу (8), каждый идемпотент е, (Z= 1, . . ., р) может получиться 
только в результате дальнейшего разложения в R(G, К) одного из 
идемпотентов ej (j=\,...,p) в сумму ортогональных минимальных 
идемпотентов центра. Значит, в правую часть (3) входят только 
/(-сопряженные идемпотенты (у = 1,. .. , п).

Пусть а, b tG. Назовем элемент b /(-сопряженным с а, если b 
сопряжен с где v — индекс некоторого автоморфизма ф € Г. Легко 
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показать, что соотношение ^сопряженности определяет разбиение 
группы G на непересекающиеся совокупности Tq /(-сопряжен-
ных между собой элементов. Назовем подмножества Л,..., Tq 
^отделами группы. Каждый /С-отдел состоит из нескольких классов. 
Сумму элементов отдела ТУ в R (G, К) обозначим через ti (i = 1,..., #).

Лемма 1. Пусть идемпотенты е^, .. . , eim К-сопряжены между 
собой. Образуем сумму е = е^ + . .. + еіт = А^ + ... + Atkt.

Если eQR(G, К), то для классов Ct и Сj, принадлежащих одному 
К-отделу группы, А; = Aj.

Доказательство. Пусть е^ = . + \tkt. Если ki и kj
порождаются классами Ct и Ср принадлежащими одному /(-отделу, 
то, в силу (4) и (7), Ту = ®(т?), где ф€Г. Положим е. = у. (ef) 
(J = 1,. . . , т, € Г).

Тогда
Лі = ?1(Т»)+”« +'?т(Ъ).

(Т4) + ••• + ?«? (Ъ) = ?л, = А,,

так как, по предположению, At € К.
Следствие. Число неприводимых в поле К представлений 

группы G (а значит, и число /(-отделов характеров) не превосходит 
числа /(-отделов группы.

В самом деле, каждый из идемпотентов е, (i = 1, .. . , s) на осно­
вании леммы 1 представляется в виде линейной комбинации элемен­
тов tj (7=1,..., q).

Так как ех,.. . , es линейно независимы над К, то р 5 -С q-
Лемма 2. Пусть С^,..., С/.— все классы, принадлежащие 

/(-отделу Ту-группы.
Если tv = &і + .. . + k-,. = + .. . + В^ и идемпотенты

и е? К-сопряжены, то В, = В/.
Доказательство. В силу (4),

— j- Д №,) —
\ = ТА + • • • + ТА = \ 2 

т=1 т
Пусть Г; — группа Галуа поля /((x^gj,. . • , хД^));®!....... Ф,, — ее

автоморфизмы; <рт— продолжение автоморфизма Фт до автоморфизма 
поля К (в) (т = 1,..., г'). Легко видеть, что имеют место соотношения

, . . Xi ІХт 1 ч го\
Г =J, kip=^i-?—n-------- (P=l, (9)

Из (9) следует, что

%=ФЛ+--- + ФД7 (Ю)

Соотношение (10) показывает, что В-€/( (р = 1,... , t), так как В- 
выдерживает действие всех автоморфизмов Фх........Ф,.

Если <р (в) = и еу = ср (ei), то, на основании (4) и (6), щ = nj- и 
= X; (^) (р = Т • • • Л). Значит, (g,J = X, откуда

V = ? (Тг)- (И)
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Из (10) и (11) следует, что

В/ = (ъ) + • • • + (ъ') = ? (Bf) = в.,

так как, в силу предыдущих рассмотрений, В, ЕК.
Следствие. Число /(-отделов группы не больше числа ^отде­

лов характеров.
Действительно, из леммы 2 вытекает, что каждый элемент 

tt (г = 1,.. ., q) представляется в виде линейной комбинации идемпо­
тентов ei (i = 1,...,р).

Итак, q<CP-
Теорема. Число неприводимых в поле К представлений груп­

пы G равно числу К-отделов группы и совпадает с числом К-отде- 
лов характеров.

Теорема является непосредственным следствием лемм 1 и 2.
Пусть D — поле действительных чисел; R — поле рациональных 

чисел. Тогда каждый D-отдел 7-группы G состоит из элементов, 
сопряженных с а и а-1, где а — произвольный элемент Г; в /(-отдел вхо­
дят элементы, сопряженные со всеми степенями (р, К) = 1 (а — лю­
бой элемент /(-отдела).

Отсюда сразу получаются теоремы о числе неприводимых пред­
ставлений конечной группы над полем действительных и полем 
рациональных чисел (2).

Отметим, что в (3) для числовых полей К доказана теорема о ра­
венстве числа представлений, неприводимых над К, числу /(-отделов 
характеров (мы употребляем нашу терминологию).

Выражаю благодарность чл.-корр. АН УССР Я. Б. Лопатинскому 
и доктору физико-математических наук И. Р. Шафаревичу за ряд 
ценных указаний.
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