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1. Во многих случаях, опираясь на известную теорему Римана о 
конформном отображении областей, исследование граничных свойств 
мероморфных функций можно проводить геометрически, рассматривая 
соответствующие римановы поверхности. В настоящей заметке при 
помощи указанного метода изучается структура множества граничных 
значений функций, мероморфных в круге |г|<1.

2. Определение 1. Пусть / (z) — произвольная, определенная 
в круге |z|<l мероморфная функция. Обозначая через С произволь­
ную точку граничной окружности |g| = l, будем называть число w 
граничным значением / (z) в точке С, если
существует по крайней мере одна последо­
вательность точек zn в круге |г|< 1, для 
которой

lim zn = С, lim / (zn) = w. п—>оо п—>оо

Легко доказать, что множество граничных 
значений всякой мероморфной в единичном 
круге функции является континуумом. Изве­
стно (1), что в случае, когда С = £0 — некото­
рая фиксированная точка окружности | z | < 1, 
имеет место и обратная теорема, утверждаю­
щая, что, каков бы ни был континуум К, расположенный в комплексной 
плоскости S, существует мероморфная в круге | z | < 1 функция /(г), 
множество граничных значений которой в точке совпадает с К.

Однако оказывается, что в общем случае приведенная теорема не 
имеет места. Последнее вытекает из рассмотрения следующего при­
мера.

Пример. Обозначим через Г канторов континуум, состоящий из 
окружности с примыкающим к ней отрезком ab (рис. 1) и
бесконечной спирали А, сближающейся асимптотически с единичной 
окружностью. Докажем, что не существует мероморфной в круге 
|z!<l функции / (z), имеющей своим множеством граничных значе­
ний Г.

Действительно, предположим противное, т. е. предположим, что 
существует односвязная риманова поверхность гиперболического типа 
F, обладающая следующими свойствами:

1) F имеет над каждой замкнутой подобластью G с S — Г не более 
конечного числа листов;
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2) все граничные элементы Л расположены над Г и только над 
ним.

Прежде всего заметим, что из 1), а также из вида Г вытекает ко- 
нечнолистность F всюду над S. Поэтому F имеет не более конечного 
числа алгебраических точек ветвления.

Пусть Р — произвольная точка F, расположенная над А. Обозначив 
через Ар дугу на F, получаемую при неограниченном продолжении Р 
над А, рассмотрим множество D тех дуг Др, которые гомеоморфны 
открытому отрезку (0, 1). Так как разрез по всякой такой дуге раз­
бивает F, то из конечнолистности F следует, что множество D ко­
нечно. Следовательно, при достаточно малом е>0 поверхность F 
над кольцом Rz, 1— в<|®|<1, вовсе не имеет точек ветвления, а 
любая граничная или правильная дуга F, лежащая над спиралью 
А П Rs, с ней совпадает.

Пусть у2, • • • > Т*  — всевозможные замкнутые контуры, состоя­
щие из внутренних точек F и расположенные над окружностью 
| Z | = р, где 1 — е' < р < 1 и е' < s.

* Приведенный выше пример показывает, что такое представление не всегда 
возможно.

Из доказанного выше следует, что из F при помощи сечений 
Т1, Тг> • • • , 1k можно выделить связную область F*  cz F, расположен­
ную в точности над кругом | w | < 1 и содержащую граничные точки 
F над А. Так как F“ не принадлежит ни одна точка F, проекция ко­
торой на S лежит вне круга |w| < 1, то, в частности, F не содержит 
граничных точек над ab. Последнее противоречит нашему предполо­
жению об односвязности F. Тем самым все доказано.

3. Ниже приводятся достаточные условия существования мероморф­
ных функций с указанными граничными свойствами.

Пусть К — произвольный канторов континуум, расположенный в S. 
Обозначим через

ОО

G^Gt + G™ (1)
;=1

где G{ и GOT — односвязные области (Gm — область, содержащая бес­
конечно удаленную точку), дополнение до всей плоскости. Назовем 
точкой сгущения линейного континуума всякую точку К, произволь­
ная окрестность которой имеет общие точки с бесконечным числом 
областей из (1).

Определение 2. Будем называть элементарным континуумом 
линейный континуум, у которого множество

где Nx обозначает ‘множество точек сгущения К, a N2 — множество 
недостижимых (в смысле Каратеодори) граничных точек для областей 
(1), таково, что S — ^связная область.

Определение 3. Последовательность линейных континуумов 
{Кп}, п = 1, 2, ... , назовем сцепленной, если для всякого Dp = S—Gp 
можно указать область Gpi cz Dp, содержащую достижимые внешние 
граничные точки и такую, что Gpl = Gqj cz Dq по крайней мере для 
одного q, q<Zp. Gp = '^_Gp-iy~ Gp и Gq = 2 Gqj = G“ суть дополнения

i j
Kp и Kq до всей плоскости. Имеет место следующая

Теорема. Если линейный континуум К можно представить 
в виде счетной суммы сцепленных элементарных континуумов *

К = Кг + К2 +... + Кп + ... 
таких, что
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1) начиная с некоторого п, все Кп сЕ>п — 20«ь где Dn — связные об-
І

ласти;
2) lim mesZ)n = О, 

Л—>со

то существует мероморфная в круге | z | < 1 функция, множество 
граничных значений которой совпадает с К.

Полученный результат легко обобщается на случай произвольного, 
не обязательно линейного континуума 31. В общем случае двумерную 
часть такого континуума можно представить в виде суммы связных 
областей {Bk}, k = 1, 2, . . . , где Ві П Bj для любой пары i=f=j не 
содержит ни одного связного подмножества точек, а Ві П СВі = 

ОО

= 2 Rik’, Rik — связные множества и Rim Q Rin = 0 для m=f=n. Поста- 
Л=1

вив в соответствие каждой паре множеств R\p и Rip+i, р= 1, 2, ... , 
жорданову кривую aip cz Bi, 8^ П = 0, рф=Ц, идущую из некоторой 
точки Rp в точку множества RP+i, преобразуем Bi, i = 1, 2, ... , в 
односвязные области B*i, i = 1, 2, ... Для этого примем каждую точ­
ку фрі i = 1, 2, ... ,р= 1, 2, ... , за внутреннюю граничную точку 
соответствующей области В*,. Если теперь обозначить полученный 
континуум 3't*, будем иметь следствие.

Следствие. Если линейный континуум 31* П СЗГ удовлетворя­
ет всем условиям предыдущей теоремы, то существует мероморф­
ная в круге | z | < 1 функция f (г), имеющая своим множеством гра­
ничных значений 31.
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