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МАТЕМАТИКА

М. Н. ОЛЕВСКИЙ

К ФОРМУЛЕ ТЭЙЛОРА — ДЕЛЬСАРТА И О СРЕДНЕМ ЗНАЧЕНИИ 
ФУНКЦИИ НА ПОВЕРХНОСТИ СФЕРЫ В ПРОСТРАНСТВЕ 

ПОСТОЯННОЙ КРИВИЗНЫ

(Представлено академиком С. Л. Соболевым 8 VIII 1952)Дельсарту (') принадлежит довольно далеко идущее обобщение формулы Тэйлора. Цель заметки — указать возможность ее дальней­шего расширения, при помощи которого можно, в частности, получить обобщение формулы Пицетти (3).I. 1. Пусть мы имеем уравнение
Afii (х, t) = Вхи (1)где At = ^-p(t)^--q(t), Bx = ^-P{x^-Q{x\ х>0; 

р, q, Р, Q — непрерывные функции в каждом конечном промежутке.Предположим, что функция f^x) (х>0) имеет непрерывную вто­рую производную. Обозначим через Txf^x), решение урав­нения (1), удовлетворяющее начальным условиям^-^ = 0. (2)
Зная функцию Римана v(x,t;i, х) для уравнения (1), можно, как известно, записать явное выражение для Txf(x). С другой стороны, зная решение <р (Л к) уравнения

Ау = 1у, (3)удовлетворяющее условиямУ(0) = 1, У(0) = 0, (4)в предположении, что X) допускает разложение по степеням X:
Х)=2Х"?Л (t), о (5)

формально имеет смысл решению Txf(x) сопоставить ряд
(t)B"f(x). (6)
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Для того чтобы установить условия представимости решения зада­чи (1), (2) в форме (6), рассмотрим (в предположении, что для всех 
т от 1 до п + 1 существуют операторы Вт f (х)) разность

(7)
Так как А^ = 

т 1; (0) = О, т 0(3) и (4)), то m > 1, Д<ро = 0, а также <р0 (0) = 1, (0) = 0,(это следует из того, что (5) удовлетворяет
AtRn (х, t) - BxRn (х, t) = (t) Bn+1f (x), (8)^=0. (9)Следовательно,

Rn (x, o = 5^ (x, t- e, t) (t) B”+1f® di dx 
&

(10)
(△ — треугольник с вершинами в точках (хД), (х — Л 0), (х + /,0)) и мы имеем формулу (7) для T^f^x) с остаточным членом (10), которая в случае А = В отвечает формуле Дельсарта*.

* Впрочем, следует отметить, что у Дельсарта линейный оператор А = В не обя­зательно дифференциальный. При условиях, подобных указанным в f1), можно пере­нести обобщение, иллюстрируемое нами здесь (и в П, 2 и 3) на специфицированных операторах А, В, на случай линейных операторов, также не обязательно дифферен­циальных.** Случай А = В при P = pz=o рассматривался в (2). Там утверждается, что со­ответствующий остаточный член представляется в форме (12). Это верно только при 
Q = 0, что в рассмотренном там случае (у = q) фактически дает лишь остаточный член формулы Тэйлора.

Замечание. Для решения Txf^x) уравнения (1), удовлетворяю­щего начальным условиям и (х, 0) = 0, = / (х), имеет место фор- /-=0мула, аналогичная (7). Она получается из (7), если в последней заменить функции (^) на фл (t), где ^n(t) (n = 0,1,...) суть коэффициентыразложения по степеням X решения ф (t, X) уравнения (3), удовлетво-, ряющего условиям у (0) = 0, у' (0) = 1.2. В предположении, что и v в △ неотрицательны, мы имеем
Rn (х, t) = Д”+1 f (C) (J (т) v (x, t- 5, т) di dx, △ (H)где С = x + Of, I 91 < 1.Второй множитель справа есть решение уравнения Atu — Bxii = уп (t), удовлетворяющее условиям и\ = -^- =0. При Q = 0 таковым яв-Ч=о 01 4=0ляется <рл+1 (/). В этом случае остаточный член Rn(x,t} в фор­муле (7) приобретает форму**

'?4^)-т>+,(ов"+7в|с_,+,, (12)
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3. Легко указать (как и в (2)) простые достаточные признаки для неотрицательности ?л, фл и v. Имеют место следующие предложе­ния: а) если, функции р(х), q (х) неотрицательны, то ?л(^)>0 и фл(х)>0; б) если функции Р, р, Q, q монотонно убывают и удов­
летворяют неравенствам р(х)^-Р (х), q (х)^- Q (х), то в треуголь­
нике A v (%, t\ 5, х) > 0.II. Можно перенести результат Дельсарта и на еще более общий случай, когда, например, один из операторов в (1) попрежнему одно­мерный, а другой — многомерный.1. Пусть мы имеем уравнение^lI A L= Д2и — ku, (13)Д2 — второй дифференциальный параметр Бельтрами, составленный для трехмерного пространства S3 постоянной кривизны k.Решение уравнения (13), удовлетворяющее начальным условиям

U 7ГІ =/(Р)>7=0 (14)
(15)имеет вид

u{P,t} = ^^Mt{f (Р}},

где Mt{f (Р)) обозначает среднее значение функции / на поверхности сферы £р(Р) (в S3), радиуса t с центром в точке Р, поскольку (4) 
(оператор Д2 в правой части применяется к М как функции точки Р).Для дальнейшего заметим, что единственное решение неоднород­ного уравнения ^ = (Д2-*)« + £(РД), (16)удовлетворяющее условиям 
представляется в форме ((3), стр. 188):

u(P,t) = (18)
0 R

d& — элемент поверхности сферы (P); dv — элемент объема про­странства S3 (в сферической системе координат); т— расстояние в S3 от точки Р до переменной точки Q внутри шара, ограниченного Q/ (Р).2. Принимая в уравнении (1) д2 / дР за А, а Д2 — k за В, мы имеем (см. замечание в I)
= но,ГА 0 | .и, таким образом, для разностиqh У— Ь / Д /2т+1

yz^ (р)} - 3 (Д2 -k^f (Р) = Rn (Р, t) (20)о 2* 659



находим (ср. (8) и (9)) 
d2R„ /2л+1
~д^ ~ (Л2 ~ № = '2л + I, (Д2 - £)"+1/(Р), (21)да»Из (21) и (22), согласно (18), имеемR" (4, - 4"«/ (Q) Л. (23)По теореме о среднем значении, получаем (24)где Р* — надлежащая точка внутри шараПоследний множитель правой части (24) представляет собой, со­гласно (16), (17) и (18), решение уравнения (16) с g = £3л+1 / 2п + 1!, удовлетворяющее условиям (17). Таковым является функция:

(sh у—кt гy^t + +... +0).Следовательно,
R» (Р, t) = w„ (t) (Д2 - k)n^f (Р'), (25)или = 2^Г^сЬ/^ЧД2 ~£)"+V(^ 0<t<t. (26)Таким образом, мы получаем формулу для среднего значения Mt {/ (Р)} функции / на поверхности сферы (в пространстве 53) радиуса t с центром в точке Р-.м'V ™ (Л, - V" f т + R. (Р. О] (27)

V~kс остаточным членом rn (Р, t) = Rn(P,t), где Rn(P,t) опреде­ляется по (23), (25) и (26), которая при >0 обращается в известную формулу Пицетти ((3), стр. 290).3. Принимая же в (1) д21 dt2k за А, а Д2 за В, мы получимДругую форму обобщения в 53 формулы Пицетти:
Mt {f ° = shK^ [? (Z) (Р) + (Р’ ’ (28)где т\Л — shKx^/X 1Z-/ t \m+l/2 —m- (t} - k '»•

При A<;0 (в силу знакопостоянства функции в этом случае)можно (ср. (12)) представить Rn и в следующей форме
Rn (Р, t) = ф„+1 (^) Д”+1/ (Р-). (30)Поступило 4 VII 1952ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА' n/uelsartes’ ^€3 Math, pures et appl., 17, 231 (1938). 2 Б. M. Леви­тан, ДАН, 73, № 2 (1950). 3 P. Курант, Д. Гильберт, Методы математиче­ской физики, 2, 1945. 4 М. Н. Олевский, ДАН, 45, Xs 3 (1944).610


