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Как известно, круговые преобразования евклидовой плоскости R2 
представляются дробно-линейными преобразованиями плоскости ком­
плексного переменного. Как показал Штуди (1), конформные преобразо­
вания 3-мерного евклидова пространства R3 и 4-мерного евклидова 
пространства R^ являющиеся аналогами круговых преобразований на 
плоскости, представляются дробно-линейными преобразованиями про­
странства кватернионов, в первом случае переводящими в себя гипер­
плоскость этого пространства.

Как показал Б. А. Розенфельд (2,3), аналогичные представления имеют 
место и для псевдоевклидовых пространств: круговые преобразования 
псевдоевклидовой плоскости XR2 представляются дробно-линейными 
преобразованиями плоскости двойного переменного, а конформные пре­
образования псевдоевклидовых пространств и 2Rt представляются 
дробно-линейными преобразованиями пространства псевдокватернионов; 
в случае ARg дробно-линейные преобразования переводят в себя гипер­
плоскость пространства псевдокватернионов.

В настоящей работе показывается, что конформные преобразования 
любого евклидова пространства Rn и псевдоевклидова пространства 
iRn можно представить в виде дробно-линеиных преобразований в не­
которой алгебре чисел более сложной природы.

Прежде всего рассмотрим псевдоевклидово пространство ^R 
с основной метрической формой н 2" 1

Й х) = 3 — Xi~ + • • • —■ X2"—22 х2л—12

т‘ е. в выражении (х, х) число отрицательных членов равно п-1)
Каждой точке этого пространства с координатами (yi х2 х^} 

можно поставить во взаимно-однозначное соответствие вещественную матрицу 2л-1-го, порядка имеющую вид вещественную

XV) =
(—X2"-2 + X2"-1) £(«-!)

2 + X2""1) £(«-!)
(2)

где EV-i) _ единичная матрица 2"~2-го пооялкя- уш-п
порядка, рекурентно определяемая по формуле (21 и nl'uT4* 2” Г°
чению Х^^х1. ^«рмуле (2) и начальному зна-

В частности, для 1R3 и 2R. эта матрица имеетн на имеет, соответственно, вид

^■(2) _ / х1 х2 + х3 \ 
X2 + X3 - Х1 ) (3)
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и

™ = (Az + В) (Cz + D)-i
(5)

в алгебре вещественных матриц 2п~і-го попя^
подпространство этой алгебры состоят?? ' пеРеводящих в себя

Если нам дано евклидово про’стоанство D МатРаЧ вида (2)- 
ческой формой и р о с основной метри-

Л) = х. + + ... + х2л_22 *2п_12 

или псевдоевклидово пространство ,
1>п-1, приводится к предыдущему умножений5 СЛуЧЭИ’ 
двумя точками на z) с основной метрУйІескоТформой ™Я

(6)
когда 

между

(х, х) = • 4- Х2п~& -L Х2и-12 (7)
то каждой точке этого поостпаметпякомплексную матрицу 2л-і-гоРпооядка по™иП°СТаВИТЬ в соответствие 
заменой каждой координаты ^/которой в матрицы
знак +, на В частности, лля К, S % “этЛатрнЙ ИХВевТИТУеТ

/X2
(8)

Х^ =

Іх* + х5

О

— х1
— X3 + /х2

(9)

Группа конформных преобразований пространств R и Щ 
изоморфна группе дробно-линейных преобразований ^ ва~лгебоеком 
плексных матриц ^-го порядка, переводящих в себя подпростран 
ство этой алгебры, состоящее из матриц, получаютсяСил 
трицы (2) заменой каждой координаты х2\ которой в и т
соответствует знак +,на ix2k. ^ои в и Р'

Рассмотрим теперь 
метрической формой псевдоевклидово пространство nR2n с основной

(л, х) = хА - х^ + х^-х^2+ ... + х2п^2 _ х2„2
Каждой точке этого пространства с координатами (х1 х2 х^"\ 

можно поставить во взаимно-однозначное соответствие двойную матоицу 
2л-1-го порядка, имеющую вид J

(е) = + ех2пЕ^ = 1^" 1} + е^"Е{п х) (х2”-2 + х2”-*)
\ (- X2"-2 + х2л-1)£(«-1) — Л^'-^+ех2"^”-!)/ ’

где и Х<п~» имеют то же значение, что и в формуле (2) j 
ности, для ]/?2, 2/?., 3/?6 эта матрица имеет, соответственно, вид 
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Группа конформных преобразований „
на группе дробно-линейных преобразован^^ nRi” изоморф-

^’(е)^^ 2
/ , <12>

+ ) (13)
/ X 4- хз 4

^(е) = |1 — Х2 , гз , 0 кх ‘ х ~x3 + exS \
\~х34-х3 р U х3 + х3 \

0 ~х3+ S ~х1+ех* -Х2~Х» • (14)
---A*3 v-1 ! л „Я /

w = (Az + B)(Cz + D)~i „
, , „ + (15)в алгебре двойных матриц 2п-^-го „пп

пространство этой алгебры, состоящее ’ пеРеводяш<их в себя под- 
матрицей z понимается двойная м ’ U3 матР11Чы сида (11) (под 
ются двойными числами, сопряжеЛп^Г^ВСе элементы которой явля- 
цы г). ми с элементами двойной матри-

Если нам дано евклидово пространстве, о
формой н и с основной метрической

{Х,Х) X'- + X* + . . . + х2л_12 +

или псевдоевклидово пространстве пэ „
мой ^2п с основной метрической фор-

(х,^ = ^"±^ + л,«±х,.+ . +^_12 в1
(17)

то каждой точке этих пространств можнп ™
двойную комплексную матрицу 2«-i Гп поставить в соответствие 
матрицы (11) заменой каждой іоордйнзть"^”^^^
соответствует знак +, ка ix* в частности' для Р с и р вта mJ™ 
ца имеет, соответственно, вид: АЛЯ ^2’ и эта матРи"

^(1) (е) = х1 + lex2,

Х®(е) = f х1 + lex3 
х3 — ix2

х3 + ix2 \
— x1 + lex3 )

/ x1 + lex3 x3 + ix2

X® (e) = J x*~1x2 ~ xl + iex°
\ x3 — ix1 о
\ О x3 — ІХ3

x3 + ix3
0

— x1 + iex3
— x3 + ix2

(18)

(19)

(20)

Группа конформных преобразований пространств R2n a lR2n изо­
морфна группе дробно-линейных преобразований (15) в алгебре двой­
ных комплексных матриц 2п~1-го порядка, переводящих в себя под­
пространство этой алгебры, состоящее из матриц, получающихся 
из матрицы (11) заменой каждой координаты x2k, которой в (16) и 
(17) соответствует знак +, на ix2k.

Выражения (12) являются двойными числами, выражения (18) пред­
ставляют комплексные числа, матрицы (13) и (19) представляют, соот­
ветственно, псевдокватернионы и кватернионы, матрицы (3) и (8) пред­
ставляют, соответственно, псевдокватернионы и кватернионы, связанные 
одним линейным условием, откуда вытекает, что из изложенных 
результатов как частные случаи следуют все ранее известные случаи 
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представления круговых преобразований R2 и rRz и конформных пре­
образований R3, ^3, Rt и 2Rf

Заметим, что рассматриваемые нами вещественные, комплексные, 
двойные и двойные комплексные матрицы 2"_1-го порядка таковы, что 

/ А В \ „
матрицы ( с D ) дробно-линейных преобразований в этих алгебрах, 
переводящих в себя подпространства этих алгебр, изображающих про­
странства R2n-v Rzn, 1 Rzn-i "л ‘Ru, представляют спинорные группы аль­
тернионов и псевдоальтернионов (чисел Клиффорда и их аналогов), 
дважды накрывающих группы движений неевклидовых пространств 

l+lS2n и '+^+і (4).
Связь неевклидовых пространств ^гп, ^м+т, l+1S2n, l+1S2n+i с кон­

формными преобразованиями пространств R2n-i, R2n, lRzn-i и lR2n вы­
текает из известной интерпретации Дарбу ((5), стр. 197), согласно кото­
рой многообразия гиперсфер R2n-b R2n, lR2n-i и lR2ll, если считать за 
расстояние между двумя гиперсферами их угол, изометричны, соот­
ветственно, неевклидову пространству 1S2n, 1S2»+i, l+1S2n, при­
чем сами пространства R2n-^ Rz^ 'Rzn-ь lRzn, изображаются абсолютами 
соответственных неевклидовых пространств, а конформные преобразо­
вания R2n-i, R2n, lRzn-i, lRzn изображаются движениями соответствую­
щих евклидовых пространств. Поэтому изложенные нами результаты 
дают новый метод геометрического истолкования спинорных представ­
лений движений неевклидовых пространств.

Согласно геометрическому истолкованию этих представлений, пред­
ложенному Э. Картаном (6), спиноры, т. е. векторы тех линейных про­
странств, в которых осуществляются линейные преобразования, пред­
ставляющие соответственные спинорные группы, определяются 
образующими плоскостями максимальной размерности абсолютов соот­
ветственных неевклидовых пространств, которые для большинства 
неевклидовых пространств мнимы и поэтому не наглядны. Так как 
матрицы (2), (11) и их аналоги преобразуются при движениях неевкли­
довых пространств дробно-линейно, то если мы представили эти матрицы 
в виде отношения z—z°z1~l, матрицы z° и z' преобразуются при этих дви­
жениях линейно и также могут считаться координатами спиноров этих 
пространств. Однако, в отличие от спиноров, рассматриваемых Карта­
ном, эти спиноры определяются точками абсолютов соответствующих 
неевклидовых пространств 1S2n, ^м-і, и 1+1S2«+i и носят совер­
шенно наглядный характер для всех неевклидовых пространств.

Аналогичное истолкование спинорных представлений может быть 
построено и для неевклидовых пространств S2n и S2n+i, движения 
которых не представляют конформных преобразований пространств 
Rzn—Ъ Rzni Rzn—1 И R2,;.

Азербайджанский государственный университет Поступило
им. С. М. Кирова 27 VI 1952
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