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(Представлено академиком С. Л. Соболевым 10 VII 1952)

1. При решении внешних задач для волнового уравнения

Au + k2u = — f(M) (1)

часто используется «принцип предельного поглощения» (\ 2), а именно, 
решение волнового уравнения (1), удовлетворяющее требованию отсут­
ствия волн, приходящих из бесконечности, ищется как предел решения 
волнового уравнения с комплексным kx = k + К (s>0) при s->0; 
Принцип предельного поглощения оказывается применимым и для 
однозначного определения решения уравнений более общего вида, 
чем уравнение (1).

Настоящая работа посвящена обоснованию применения принципа 
предельного поглощения для однозначного определения решения 
метагармонического уравнения

L [/г] = А и ajA и -j- Дд—^Аи 4" — —f (Al), (2)

где alt аг,ап — постоянные коэффициенты, которые могут быть 
как действительными, так и комплексными; f(M) — локальная функция.

2. При рассмотрении уравнения (2) существенным оказывается 
поведение корней характеристического уравнения

хп 4- а^1 4- ... 4- ап_гх + ап = (х — а2) (х — а2);.. (х — а2). (3)

Корни уравнения (3) могут быть как простые, так и кратные.
Теорема 1. Уравнение (2) имеет единственное решение, ограни­

ченное на бесконечности, если все числа имеют вид

а»=^ + Ч (^°)-

т. е. характеристическое уравнение не имеет отрицательных дей­
ствительных корней.
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Доказательство теоремы основано на последовательном применении 
формулы Грина к функциям

= (д - аР- • • (д - а*) “5

= (А - ®2) и- 
wn = u 

и функциям
e-«ir e~aiR sh a,r 

=------------ й—б- ——;1 Г sh 04/? г

е апг е anR sh а г7, = Д_______ 2________ 1_
" г sh a.nR г

При этом используется следующая лемма:
Лемма. Если решение уравнения

А и “Г агА и • • • Т- #л—ідц ~Г anU = 0 (4)

равномерно ограничено на бесконечности, то и

Аи, А2и,..., А^и, Апи

равномерно ограничены на бесконечности.
При доказательстве этого положения используется теорема о сред­

нем (3) и следующая интегральная формула:

(5)

где «(0)— значение в центре круга радиуса /?.
3. Если некоторые из чисел аА имеют вид

Ч =

то одного требования ограниченности на бесконечности оказывается 
недостаточно для однозначного определения решения уравнения (2). 
Приходится использовать принцип предельного поглощения.

Имеет место следующая теорема:
Теорема 2. Существует единственный предел ограниченного 

на бесконечности решения метагармонического уравнения

L [/г] = А'1 и + а^^и + ... + а^Аи + апи =
= (А - ар... (А - ajj... (А - и =

4=4 + 4?

при ^„^0. Этот предел удовлетворяет уравнению

(Д-ар... (A + ^,)...(A-^=-./W (6)
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nt. e. метагармоническому уравнению, для которого соответствующее 
характеристическое уравнение имеет отрицательный действитель­
ный корень.

Решение уравнения (2) имеет вид

= (7)

где G(MM) — функция источника уравнения (2), определяемая сле­
дующим образом:

1) £[G] =0;
2) при совпадении аргументов:
a) G, ДО........Д G имеют особенность порядка не выше — ;

дО аде , dG db^G . dbn~3G д^G . dG
^dF’ -ёг- +аіТг'---’—дГ- + аі-д7-+'-- + ап-3-дГ+ап-2д7 

имеют особенность порядка не выше —.
ддп-Ю , dbn~2G . . dG . 1в) —-----1- аг —---- (-.••+ an-i имеет особенность порядка .

Легко получить явное выражение для функции G(MM). Оно ока­
зывается несколько различным в случае простых и кратных корней.

Для простых корней

G(MM) =
е~а^мм 

rMM
+ ₽1

g—а>гмм 

rMM

, апгмм

rMM
(8)E • • • + рл-і

Если £0-й корень имеет порядок т, то

ММ / 4
°= Ьтг- + • ■ • + ад + ?». + + • • •' ЛШ \ мм

\ —а-п—т+\гмм

• • • + Рй,+т_2^7 + • • • + Рл-і---- 7^---- • (9)

Коэффициенты ₽2,..., ₽л-х в формулах (8) и (9) определяются из 
условия 26). Нетрудно показать, что это всегда можно провести 
однозначно.

Из формул (8) и (9) следует экспоненциальный характер поведения 
функции G(MM) на бесконечности в том случае, если все числа aft 
имеют положительную действительную часть, что и обеспечивает 
возможность представления решения метагармонического уравнения (2) 
в форме (7).

Непосредственными вычислениями легко показать, что предел выра­
жения (7) при ^k, -* 0 удовлетворяет уравнению (6). Возможность 
предельного перехода следует из равномерной сходимости интегралов, 
представляющих решение.

Теорема 2 имеет место и в том случае, если предельный переход 
совершается одновременно для нескольких 5*,.

Полученные результаты обосновывают применимость принципа пре­
дельного поглощения для однозначного определения решения внешних 
задач для метагармонического уравнения (2).
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Из представлений (8) и (9) можно получить аналитические условия 
на бесконечности, которые однозначно определяют решение уравне­
ния (6). В случае простых корней эти условия совпадают с условиями, 
полученными И. И. Векуа (4); для кратных корней они имеют более 
сложный вид.

В заключение считаю своим приятным долгом выразить глубокую 
благодарность проф. А. Н. Тихонову, под руководством которого 
выполнена эта работа.

Поступило
9 VII 1952
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