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МАТЕМАТИКА

О. ЖЕНХЭН

О СУЩЕСТВОВАНИИ И ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЙ 
ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

(Представлено академиком С. Л. Соболевым 4 VI11952)

В настоящей статье изучается вопрос о существовании и един­
ственности решений общего интегрального уравнения

ь

У (х), А (х, Ту (£)) dt ) = О
а

(I)

и общего интегро-дифференциального уравнения

/ ь
F^x,у(х), .. . , (х), л J У(х, Т у . . ., у») (£))dt\ = 0, п^т. (II)

а •

Допустим, что уравнения (I), (II) решаются, соответственно, отно­
сительно у (х), у^ (х). Тогда уравнение (I) можно записать в форме

*
У W = f [х, k J К (х, Л у (t)) dt

а
а уравнение (II) — в форме

(1)

/ ьyW (У =/у , у«—d (Х)) х $ К(X, Т у (t\ ..., у*) (Z)) dt\, п^т.^ 
а /

Мы докажем, что при некоторых предположениях относительно 
функций / и К уравнения (1) и (2) имеют единственные решения.

Теорема 1. Пусть:
1) функция f (х, г) определена для а-^х^Ь, — оо<z< у оо, 

непрерывна по совокупности переменных (х, z) ’и удовлетворяет 
условию Липшица по z, т. е.

1/ (М г”) —f (х, z*) К | z** — z* | ; (3)

2) функция К(х, Т у} определена для a-^x^b, a-^t-Cb, 
— °о<У< + ^> непрерывна по совокупности переменных (х, t, у) 
и удовлетворяет условию Липшица по у, т. е.

IК(м У") — К (х, t, У) | < |у* _у |. (4)
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Тогда для

1 1 (Ь - a) (5)
уравнение (1) имеет единственное решение.

Доказательство. На семействе функций {<?}, непрерывных ня 
отрезке [а, Ь], определим оператор

*
4 (®) =f (х, X к(х, t, ср (t)) dt\. 

а '

Тогда, очевидно, А (ср) 6 {ср}, и, по условиям (3) и (4), для двух 
любых функции ср и ср*, принадлежащих семейству {ср}, имеем J

^dt^
II А (ср**) —А (ср*) | = |Z (х, ^К(х, t, ср** (f)) dt 

а
I * ft
X J К (x, t, ср** Д)) dt - X J K(x, t, cp* (0) dt 

a a
b

= I XI j I ^(x, cp** (2?)) dt — К (x, t, cp* (z1)) I dt < 
a

jA/Jcp-^-cp*)^^^ 
a

< Ni IXI (b — a) max | cp*! (t) — cp* (t) |.

Отсюда вытекает, что при выполнении условия (5) А — оператор 
сжатия. Следовательно, по принципу сжатых отображений, уравнение 
(1) имеет единственное решение.

Аналогично устанавливается теорема существования и единствен­
ности решений для уравнения (2):

Теорема 2. Зададим тела у1а и О (i = 0, 1,..., п — 1) и пусть-.
1) функция f (х, у. У"-1’, z) определена для а^х^Ь, уіа — ^і^ 

-СУ4 (х) "СУіа + %i (i = 0, 1, ..., n — 1), непрерывна no совокупности 
переменных и удовлетворяет условию Липшица по у, У,..., y«-D и z;

2) функция K(x,t, у,..., yW) определена для a^x^b, a^t^b, 
Уіа — S;-^yf) (х) + 8/ (i = 0, 1, . .., п — 1) и, в случае т = п,
— °? <УЛ) < + оо « удовлетворяет условию Липшица по у, у',..., ўтК

Тогда для достаточно малых ]Х| и достаточно малых h>0 
интегро-дифференциальное уравнение (2) имеет на отрезке [а, а + h\ 
единственное решение у (х), удовлетворяющее начальным условиям 
ЎЧ^-Уіа (i = 0, 1,..., П-V).
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