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МАТЕМАТИКА

М. ГАГУА

ОБ ОЦЕНКАХ НАИЛУЧШЕГО ПРИБЛИЖЕНИЯ РЕШЕНИЙ 
НЕКОТОРЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ТИПА*

* Вопрос о возможности равномерной аппроксимации функций решениями эллип­
тических уравнений рассмотрен в (3,5,в).

** Это условие выполняется для уравнения Ди + с (х, у) и = 0 (3).

(Представлено академиком М. А. Лаврентьевым 18 VI1952)

В настоящей заметке дается обобщение некоторых результатов (2) 
для решений дифференциальных уравнений эллиптического типа.

§ 1. Рассмотрим уравнение

Ди + а (я, у) ~ + b (х, у) + с (х, у) и = О, (Ео)

где Д — оператор Лапласа; а (х, _у)> (*>  У) с (х у) — заданные целые 
действительные функции относительно действительных аргументов х 
и у; и (х, у) — регулярное решение данного уравнения в некоторой 
конечной односвязной области Т. Пусть L — граница Т; не ограничи­
вая общности, будем предполагать, что z = 0 принадлежит Т.

Пусть «0, , и,,, і)п,. . . — система частных решений уравне­
ния (Е^, а Еп (и, Г) — наилучшее приближение «-го порядка функции 
и(х, у) в области Т (см. (*)).  Обозначим через (р>1) внешнюю 
линию уровня области Т, а через Тр — конечную область, ограничен­
ную кривой Lp. В дальнейшем будем предполагать, что задача Ди­
рихле для уравнения (Ео) в области Тр разрешима для любого р, 
достаточно близкого к единице, т. е. Т— область нормального типа.

Рассуждениями, аналогичными приведенным в (*),  используя соот­
ветствующие предложения (2, 4), легко доказываются следующие 
леммы:

Лемма 1. Пусть и (х, у) — непрерывная функция, определенная 
в ТР, которая является регулярным решением уравнения (Еф в 
области Тр. Тогда

Еп (и, Т) < сМ (р — 1)~хр_",

где М = sup и(х, у), а с и \ — абсолютные постоянные.
(х, у)(Пр

Пусть уравнение (До) в области Т удовлетворяет условию **

Im G (z, 0, z, z) = 0, (1) 
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где G (t, т, z, С) — функция Римана для данного уравнения (3). Тогда 
имеем:

Лемма 2. Пусть граница L области Т кусочно-гладкая в смысле 
Гельдера кривая {см., например, (3)). Пусть (х, у) — частное ре­
шение уравнения (^о) вида

(х, у) =а0+ 2 ад (х, у) + biVi (х, у), 
і=1

где а0, at, bi (i =1, 2, 3, ..., и) — действительные постоянные. Пусть, 
далее, Рп (z) — полином п-го порядка от комплексного переменного, 
соответствующий (по формуле общего представления решений урав­
нения (£0) (3)) частному решению Wn (х, у). Тогда

І Рп (z) | < сМп, | Рп (z) | < сМ 1g л, z Т, 
\Pn(z)\-^cMf, zk Тр,

где М = sup wn (х, у), а с — абсолютная постоянная. 
(х,У)£Т

Обозначим через В( (2) подобласть области Т, обладающую только 
тем свойством, что отношение расстояния любой точки В/ до t (t^L( 
к расстоянию той же точки до L ограничено сверху для всех то­
чек Bt какой-либо постоянной с0. Тогда, на основании леммы 2 и 
одной известной оценки (2), получаем:

Л е м м а 3. В условиях леммы 2 имеем

шах | Р^ (z) | < ck\ (d (t, L x )]-1,
1+T

где с — абсолютная постоянная, a d (t, Lp) — расстояние от линий 
уровня Lp до граничной точки t.

Предположим теперь, что Т — звездообразная область с центром 
в начале координат. Пусть г (?) — уравнение в полярных координатах 
границы L, причем г (?) = г (? + 2~) — однозначная непрерывная функ­
ция. Тогда, обозначая модуль непрерывности функций и (х, у) в 
замкнутой области Т через <о(т, и), получаем:

Теорема 1. Если все производные числа функции 1g г (?) равно­
мерно ограничены по модулю числом & > О, а и(х, у) — регулярное 
решение уравнения (Еф в области Т, непрерывное в Т, то

Еп(щ

2 1где с — абсолютная постоянная, а V- — arc tg .
В самом деле, обозначим через Тч область, в которую отобразится Т 

при преобразовании w — qz (^>1). Как известно (2), существует такая 
абсолютная постоянная с, что

Тр с Т^+^Р—1»’-
Очевидно,

max І«(х,у)_ и(* ^І^Мр-ІН (2)

где q = 1 + с (р — I)11, а — абсолютная постоянная.
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Представим функцию 11 \~, в области Тр в виде (5):

у) = »₽ (х, .у) — У’ 5’ (3)

где Ир (х, .у) — регулярное решение исходного уравнения в области 7Р; 
Тр — произвольная область, удовлетворяющая условию Тр с Т'р с. Тд; 
«> (%, у, "ф — стандартное нормированное элементарное решение 
уравнения (Ео) (3), а

Е ’ v))= Ди + а & < + ь + с (£> и‘
Непосредственной оценкой получаем:

У> lh (х,у)ет, (4)

где с^ — абсолютная постоянная.
Теперь, используя лемму 1, (2), (3) и (4), следуя (2), легко до­

казывается справедливость сформулированной теоремы.
Заметим, что, если граница £ — аналитическая кривая, то от тре­

бования звездообразности области Т легко можно освободиться при 
помощи конформного отображения.

§ 2. Пусть теперь L — кусочно-гладкая кривая в смысле Гельдера, 
а уравнение (Еф в области Т удовлетворяет условию (1). Тогда, на 
основании леммы 3 и формулы общего представления решений урав­
нения (Еф, известным путем (2) можно доказать и обратное предло­
жение.

Теорема 2. Пусть и (х, у) — регулярное решение уравнения (Еф 
в области Т, непрерывное в Т. Тогда

°’ (т> и) -С с min
Л > 1

Еп (и, Т) Ц-

где с — абсолютная постоянная, a d (L, £р) — расстояние между 
кривыми L и Lp.

Обозначим, как обычно, через [А] целую часть числа А.
Теорема 3. Если для некоторой фиксированной граничной 

тонки t 

Игл
п—>оо

]g-----1—— 
8 Еп (и, Т)

то значение и (х, у/) вдоль произвольного не касающегося границы 
луча, выходящего из точки t, имеет производную по лучу поряд­
ка [А], удовлетворяющую условию Гельдера с показателем А — [А].

Сформулированная теорема устанавливает, что одна и та же ско­
рость приближения накладывает на функцию различные ограничения 
в различных точках границы. Таким образом, и в нашем случае со­
храняется качественно то же, что и в теории функций (2).
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§ 3. Пусть Тх и Т2 — две области, имеющие z = 0 единственной 
общей граничной точкой, причем в z = 0 границы Lx и L2 касаются 
оси ОХ. Пусть

и (х, _у) =
«1 (х, у), когда (х, у) €

(х, у), когда (х, у/) € 7'2,

где (х, у/) — регулярное решение уравнения (£о) в области Л, а 
н2 (х, у) — регулярное решение того же уравнения в Г2. Тогда при 
некоторых дополнительных ограничениях относительно границы обла­
сти Тх + Т2 (2) имеем:

Теорема 4. Если, k-я (А = 0, 1,2,...) производная функции 
и(х, _у) по z (z — х + iy £ Lx + L2) удовлетворяет условию Гельдера 
с показателем а (0<>-<1), то

Еп{и, T^T^c^d^^,

где d (р) означает расстояние линии уровня L1+p области Тх + Т2 
до точки z = О, ас — абсолютная постоянная.

Можно доказать также и обратное предложение для данного слу 
чая, являющееся аналогом теоремы 3 (2).

Поступило 
9 V 1952
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