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МАТЕМАТИКА

я. В. БЫКОВ

ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ЛИНЕЙНЫХ ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ

(Представлено академиком С. Л. Соболевым 8 VII1952)

В данном сообщении рассматривается интегро-дифференциальное 
уравнение вида

ь
L (z) = Х (%, t) М (z) dt + ср (х), (1)

а

где К (х, t) и ср (х)—заданные функции; L (г) — линейный однородный 
дифференциальный оператор с непрерывными на [а; коэффициента­
ми*;  М (г) — некоторый линейный однородный оператор в част­
ности, может быть интегро-дифференциально-разностным оператором); 
z — искомая функция.

* Старший коэффициент полагаем равным единице.

Пусть {yk (х)} — фундаментальная система уравнения L (у) = 0; 
Д(х) — ее вронскиан; di(x)— минор вронскиана А(х), соответствую­
щий 1-му элементу последней строки, взятый с его знаком.

Введем обозначение

Функция е (х, т;) не зависит от выбора фундаментальной системы 
{Уь W)-

Мы будем полагать, что операторы L (z), М (z) и функции К (х> t), 
ср (х) таковы, что результаты применения оператора М (•) к функциям

Н (х, t) = е (х, 7]) К(т), t) d-ц;

f(x)=\ в(Х, 7]) ср (Т))^;

у. (х) (1 = 1,2,..., п)

будут непрерывными в квадрате а<х, t^b функциями; х0 — фикси­
рованная точка сегмента [а, 6].
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Лемма. Всякое решение уравнения (1) является решением У Ра­
нения

у(х) = ^^(х) + ЦН(х, t) М (у) dt + f (х) (2)
4=1 а

при определенных значениях постоянных cv с2, ..., сп.
Всякое решение уравнения (2) при произвольных значениях по­

стоянных сь с2, ..., сп есть решение уравнения (1).
Доказательство. Пусть у0 (х) — решение уравнения (1) и

F(x) = )^/<(x, t) М (у0) dt + ф (х). 
а

у0 (х) есть решение дифференциального уравнения

L(y) = F(x).
Следовательно,

Уо (х) = 2 с*уь W + S е (х’ F = 
k=l х0

п Ь
= 2w + Ч я (х> м dt+f №

4=1 а

где 4 с^......... с°п — определенные постоянные; х0 - любая фиксиро­
ванная точка сегмента [а, &].

Пусть
п b

21 (х) = 2 ckyk W + Ч Н {х’ м Ю dt+f (Х). (3)
4=1 а

Применяя к обеим частям тождества оператор L (•) и учитывая, что 
L[H(x,t)]=K(x, tf, Llfix)]^^^ 

получим 
b

L fa) К (x, t) M {zy dt 4- 
a

Введем обозначения

/И[/(х)] = 'п(х); Ж[уг(х)] = ^(х); М[Н (х, ty^E (х, t).

Теорема 1. Если z^x) - решение уравнения (П то М(^\- 
решение уравнения 1

ф(х) ='У(х)+ 2Са%М+^^(х, /41
Л=1 а

при определенной системе значений clt с2, ... с
Если ф(х) — решение уравнения (4), то

у0(х)=/(х)+ ^ckyk{x) + ^H(x, t)^(t)dt (5) 
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есть решение уравнения (1) при произвольных значениях постоян­
ных съ с2, ... , сп.

Доказательство. Пусть (х) — решение уравнения (1). На 
основании леммы имеем

п b
гі w =f w + 2 w+х Jн (*> о м с^) dt. (6) 

£=1 а
Применив к обеим частям тождества (6) оператор М (•), получим 

п b
М [zj = V (х) + 2 с°^к W + х $Е (*> z)м К) dt. 

k=l аь
Пусть ф (х) — решение уравнения (4).
Применив к обеим частям тождества (5) оператор М (•), мы получим 

k ь
/И [у0] = V (х) + 2 ckVk (х) + X ^Е (х, t) ф (t) dt~b (х).

Л=1 а
Следовательно, 

п b
Уо W М + 2 Wk W+х Jн (*> 0 м Су0) dt-

Л=1 а
На основании леммы _у0 (х) — решение уравнения (1).
Следствие 1. Если X не есть собственное значение ядра 

Е (х, t), то общее решение интегро-дифференциального уравнения (1) 
зависит в точности от п произвольных постоянных с^ с2.........сп, 
независимо от порядка дифференцирования оператора М (•).

Доказательство. Пусть R (х, s, X) — резольвента ядра Е (х, £) и 
ь

w (х) = v (х) + X \ R (х, s, X) v (s) ds;
а 
b

wk (х) = vk (х) + X j R (х, s, X) Vk (s) ds. 
а

Покажем, что общее решение уравнения (1) представится в виде
b п Ь

z (х) =/(х) +*>\Н(х, s)w (s) ds + ^ск (х) + X j Н (х, s)rwk (s) ds^, (7) 
a k—X а

где cv с2,. . ., сп — произвольные постоянные.
Пусть z0 W — произвольное решение уравнения (1).
Тогда

п Ъ
z0 (х)= 2С^ (х, s) М (z0) dt +/(х). (8)

k=l а
Пусть Zx (х) — решение уравнения (1), получающееся из (7) при 

^ = 4 b 2......... пУ
b п b ..

z^x) =/ (х) + J (х, s) w (s) ds + 2 c°k |\ (x) + X J H (x, s) tides') ds j; (9) 
a k=l a

n
w(x)+ 2 с№к (x) = (x) = M (zj.

k=l
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Вычитая (8) из (9), получим
ь

zx (х) — z0 (х) = х Н (х, s) М (гг — z0) ds; 
а

b
M(zl — z0)^\E (х, t) М (zr — z0) dt;

а

M(z1)^M(z0).

Следовательно, zx (х) = г0 (v).
Теорема 2. Если к не является собственным значением ядра

Е (х, t), то в точке х0 задача Коши уравнения (1):

z (х0) = bp, z' (Хо) = Ь2, ^«-«(хо) = bn

при любых начальных данных Ьъ Ь2, , Ьп имеет единственное
решение.

Справедливость утверждения теоремы непосредственно вытекает 
из (7) и из того, что

(х0, t) = 0 при s = 0, 1, . . . , п — 1 
X

и что вронскиан системы {yk (х)} в точке х0 не обращается в нуль.
Теорема 3. Если \ = \0 — собственное значение ядра Е(х, t 

то задача Коши в точке х0 либо не имеет решений, либо имеет 
бесконечное число решений.

Пусть фх (х), Ф2 (х), . .. , Ф/ (х) — линейно независимые собственные 
функции ядра Е (t, х), отвечающие собственному значению к0.

Если системе уравнений 

(*)] ф; w2Ck^k 
k=X

dx = 0, (10)i = 1, 2, . . -, r,

удовлетворяют произвольные значения постоянных clt с2, ... , сп, то 
в точке х0 задача Коши уравнения (1) имеет решение, зависящее 
от г параметров при любых начальных данных blt b2,. . . , Ьп.

Если система уравнений (10) не имеет решений относительно 
Сх, с2, . • • , сп, то интегро-дифференциальное уравнение (1) не имеет 
решений.

Наконец, если система уравнений (10) имеет решение с^, с®,..., с®, 
но не все они являются произвольными, то задача Коши уравнения (1) 
в точке х0 при одних начальных данных by b2, . .. , Ьп не имеет ре­
шений, при других начальных данных имеет решение, зависящее 
от г параметров.
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