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ФРЕДГОЛЬМА

(Представлено академиком В. И. Смирновым 3 VII 1952)

Пусть А — линейный (т. е. дистрибутивный и ограниченный) опе­
ратор, определенный на комплексном пространстве К типа В и отоб­
ражающий К в себя. Будем рассматривать оператор Т\= Е — кА, где 
Е— тождественный оператор, а к—комплексное число. Следуя С. М. Ни­
кольскому (О, стр. 154), назовем областью Фредгольма Фл оператора 
А ту часть комплексной плоскости К, в которой Т^ регулярен. Это 
означает, что Фл состоит из тех значений К, при которых оператор 
Л нормально разрешим, а решения уравнений 7\х = О и Т^Х = О, 
где 7л — оператор, сопряженный с 7\, образуют конечномерные про­
странства одного и того же числа измерений. Согласно критерию 
регулярности (^), стр. 149) Фл есть множество тех и только тех зна­
чений к, для которых 7л может быть представлен в виде

TX = U+V, (1)
где U и V—соответственно, обратимый оператор, областью значений 
которого является все R, и вполне непрерывный оператор. В статье 
(]), стр. 154, доказывается, что Фл есть открытое множество и, сле­
довательно, является суммой конечного или счетного числа попарно 
непересекающихся связных областей — компонент. При этом выяс­
няется, что собственные значения оператора А либо сплошь заполня­
ют компоненту, либо образуют в ней дискретное множество.

В настоящей заметке изучается область Фредгольма линейного 
оператора А в связи с его нуль-элементами ((2), стр. 1Ь9). В случае, 
когда А вполне непрерывный оператор, областью Фредгольма являет­
ся вся комплексная плоскость К и, как показал Ф. Рисе ((2), стр. 184), 
каждому значению X отвечает лишь конечное число линейно незави­
симых нуль-элементов. Естественно возникает вопрос о числе линей­
но независимых нуль-элементов в случае, когда оператор А не яв­
ляется вполне непрерывным. Нижеследующие теоремы постепенно 
приводят к решению этого вопроса для значений X из области Фред­
гольма. Отметим, что применяемый нами метод дает приведенный 
выше результат С. М. Никольского о строении спектра линейного 
оператора в его области Фредгольма.

Теорема 1. Для того чтобы числу X из области Фл отвечало 
конечное число линейно независимых нуль-элементов оператора А, 
необходимо и достаточно, чтобы оператор Т^ мог быть представ­
лен в виде (1), где U и V коммутируют (UV = VU).

Доказательство. Пусть оператор А имеет конечное число нуль­
элементов, отвечающих значению X из Фл- Тогда остается в силе
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теорема Ф. Рисса ((2), стр. 190—191) (доказанная им для случая, 
когда А вполне непрерывен) о представлении оператора А в виде 
суммы А = Ах + А2, где Ах и А2 ортогональны (АхА2 = А2Аг = 0), 
причем Ах — конечномерный оператор, а А2 — такой оператор, что 
Е — \А2 обратим и имеет областью значений все пространство R. 
Требуемое представление оператора 71 получится, если положить 
U = E-\A2, V=-\Ax.

Пусть теперь указанное в теореме представление (1) оператора 
71 имеет место. Требуется доказать, что значению X € Фл отвечает 
конечное число нуль-элементов оператора А. Допустим противное. 
Тогда, обозначив через Ln пространство решений уравнения ТхХ=0 
(и = 1, 2, ...), можем, используя лемму Ф. Рисса ((2), стр. 179), по­
строить последовательность хп (я =1,2, ...), обладающую следую­
щими свойствами: хп б Ln+l, 11^11=1, \\х — XnW^R для всех х из 
Ln- Это приводит к противоречию, потому что, с одной стороны, по­
следовательность уп = Ухп (« = 1, 2, ...) компактна, а с другой сто­
роны, как в этом можно убедиться, имеет место соотношение 
||j« — Ут || >2 #-і,| (от¥=«)- Этим теорема доказана.

Пусть G обозначает какую-нибудь компоненту области Фл, содер­
жащую, по крайней мере, одно значение X, которому отвечает конеч­
ное число линейно независимых нуль-элементов.

Теорема 2. Множество Gt тех значений X из G, которым 
отвечает конечное число линейно независимых нуль элементов, 
открыто.

Доказательство. Возьмем произвольное значение Хо из G^ 
Тогда, на основании предыдущей теоремы, будем иметь Тх, = Е — Х0А= 
— U + V, где UV — VU. Следовательно, для оператора 71 получим 
представление 71 = Ux + где = U + (Хо — X) А. При этом опера­
торы Ux и 17, очевидно, коммутируют, а при X, достаточно близком к 
Хо, оператор Ux обратим и имеет областью значений все пространство R. 
Отсюда, снова имея в виду теорему 1, заключаем, что X € Glt т.е. что 
Gx — открытое множество.

Теорема 3. Собственные значения оператора А, принадлежа­
щие множеству Glt суть изолированные точки.

Доказательство. Предположим, что высказанная теорема не­
верна, т. е. что в Gx существует собственное значение Хо, предельное 
для последовательности собственных значений Хъ Х2, ... , Х„,... При 
этом условимся писать каждое собственное значение Хя столько раз, 
сколько линейно независимых собственных элементов ему отвечает. 
Тогда все линейно независимые собственные элементы, отвечающие 
собственным числам Хь Х2, ... , Х„, ... , можно расположить в после­
довательность xlt х2, ... , хп, ••• так, что хп будет собственным 
элементом для числа Х„. Обозначим через Ln пространство элементов 
Хх, х2, ... , хп. Для каждого п найдется элемент у„, обладающий 
следующими свойствами: уп 6 Ln, ||_у„ || = 1, || Уп — У || > Va Для всех у 
из Ln-i- Так как собственному значению Хо отвечает конечное число 
линейно независимых нуль-элементов, то, в силу теоремы 1, будем иметь 
71, = U + И где UV=VU. Рассматривая последовательность 
Пу2, ... , можно убедиться, что существует подпоследовательность 
Vynp Vyn....... такая, что || Vynp- УуПд\\> 2 ■ (рфq). Последние
неравенства показывают, что последовательность Уух, Уу2, ... не яв­
ляется компактной, в противоречие полной непрерывности оператора У. 
Этим и завершается доказательство теоремы.

Теорема 4. Если собственному значению Хо из Фл соответ­
ствует бесконечное число линейно независимых нуль-элементов, 
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то существует окрестность точки к0, состоящая только из соб­
ственных значений оператора А.

Доказательство. Требуется доказать, что уравнение

х — 1Ах = 0 (2)

имеет ненулевое решение для каждого значения к, достаточно близкого 
к к0. Будем искать решения уравнения (2) в виде ряда

ОО

X — । (k ko^Xv, (3)
v-0

где х0, хъ ха, ... — элементы, которые должны быть определены. 
Перепишем уравнение (2) в виде х — \йАх = (к — к0) Ах и подберем 
элементы х0, хь х2, ... так, чтобы ряд (3) формально удовлетворял 
этому уравнению. Производя подстановку, получим:

2 (k — k0)v (Xv — k0Axv) = 2 (х — 
v=() v=0

откуда, приравнивая элементы при одинаковых степенях к — к0, будем 
иметь для определения х0, х1г х2, ... следующие соотношения:

7\,х0 = 0, T^Xv = Axv-х (v = 1, 2, ...).

Эти соотношения оказываются разрешимыми, причем в качестве х0 
мы берем любой, собственный элемент оператора А, отвечающий соб­
ственному значению к0. Имея в виду замкнутость области значений 
оператора Тх,, можно подобрать положительное число N так, чтобы 
для остальных элементов хп х2, ... выполнялись неравенства ’^

|х»|<Л/*|АГЫ (> = L 2, ...).

Эти неравенства показывают, что ряд (3) сходится, если | к — к01 < 
<ДД/]| А II)'1. Отсюда вытекает, что в достаточно малой окрестности точки 
к0 уравнение (2) имеет ненулевое решение, выражаемое рядом (3).

Теорема 5. Множества QluG совпадают.
Доказательство. Из теорем 3 и 4 следует, что множество Gr 

замкнуто в G. Так как оно, кроме того, открыто (теорема 2), то, в 
силу связности G, заключаем, что GX = G.

На основании изложенного приходим к выводу, что каждая ком­
понента области Фл содержит либо только те значения к, которым 
отвечает конечное число линейно независимых нуль-элементов, либо 
только те, которым отвечает бесконечное их число. При этом собствен­
ные значения в каждой компоненте первого типа образуют дискрет­
ное множество, тогда как компоненты второго типа сплошь состоят 
из собственных значений.
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