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§ 1. Рассмотрим линейное дифференциальное уравнение в частных 
производных вида:

д*Ри  , „ дР^и , „ д^и ,,, .

* Для уравнений (1) и (12) функция f(t, х) по самой постановке задачи предпо­
лагается аналитической по Z в области существования решения.

dt^P + 1 dtpdxq + 2 дх^ 0)
где Яц а2 — постоянные.

Будем решать для уравнения (1) задачу Коши — Ковалевской (1) 
в следующей постановке:

а) Какие необходимые и достаточные условия следует наложить 
на функцию f(t, х)  и начальные данные:*

~Г = £ — 0,1,2.......... 2р—1, (2)
°1 t=e

для того, чтобы существовало единственное аналитическое по пере­
менному t решение в окрестности t = 0?

б) Если такое решение существует, то какова будет его природа от­
носительно второй переменной х?

Задача Коши — Ковалевской в такой постановке в области беско­
нечно дифференцируемых функций для широкого класса уравнений 
с частными производными была решена Г. С. Салеховым (2).

Ряд интересных результатов в этой области получен также 
В. Р. Фридлендером (3) и Т. А. Кокаревой (4).

Для решения поставленной задачи уравнение (1) сведем к системе 
двух уравнений с двумя неизвестными:

дри1 д4^ . )

I (А)
дри дчи (
■лГ7^ = “>('■ ("Ч

где ах, а2 являются корнями квадратного уравнения:

г2 + агг + а2 = 0.
Займемся решением задачи Коши — Ковалевской в указанной по­

становке для системы уравнений (А).
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Легко убедиться, что для уравнения (А I) справедлива следующая 
теорема:

Теорема 1*.  Необходимым и достаточным условием существо­
вания единственного аналитического по t решения уравнения (А I) 
является выполнение следующего ограничения:

* Доказательство аналогично доказательству теоремы 3.

2 ai~l¥^+k w + 
i=i

Rn^+k (3)

где ^^р; k = 0, 1, 2, р — 1,

П (х) = 4p+k (х) - W; (х) = •
at t=o

При этом:
1°. Если неравенство (3) выполняется для р = р, то решение 

уравнения (А I) представляет аналитическую функцию t с радиусом 
сходимости р 0.

2°. В случае, когда ограничение (3) выполняется для р<р, ре­
шение уравнения (А I) есть целая функция относительно t.

Для уравнения (I) системы (А) справедлива также теорема:
Теорема 2. Решение уравнения (А I), аналитическое по пере­

менному t в области D (| t1 < р, относительно второй
переменной х будет принадлежать к классу функций а<8в неко­
торой замкнутой области D' | г < р, а х b).

Решение уравнения (А I), удовлетворяющее начальным данным:

= ^p+k (х) - % (х), (4)
/=0

запишется в виде следующего степенного ряда:

u^t, х)=^ 2 
k—ч п—о

(пр + £)! (х) + 2 (х) (5)

Перейдем к решению уравнения (II) системы (А) с начальными 
данными:

dku 
dtk

= Vk (х), 
0

k = 0, 1, 2, ..., р - 1.

Приведя начальные данные к нулю, будем решать задачу Коши- 
Ковалевской в вышеуказанной постановке для уравнения:

dpz dqz . . ,, 
----------“а------- = Ф (t. XЩР 2 дх« ' ’ ’’ (6)

где

Ф (t, х) = иг (tr, х) + «2 2 (х),
6=0

с нулевыми начальными данными.
Решение уравнения (6), удовлетворяющее нулевым начальным дан­

ным, можно представить в виде следующего интеграла:
t со

z(t, х) = V 2 “г-1
О

(пр -1)!
dIn-D-Z® Х) 

дх(п-1Хі <*■ (7)
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Теорема 3. Необходимым и достаточным условием существо­
вания единственного аналитического по t решения уравнения (1) яв­
ляется выполнение следующего ограничения'.

л—1 л—1 х2 W + ал?(л?) (х) + 2 2
і=о Х=1 і=1

(8)

где ^р-, й = О, 1, 2, ... , р-1; ^п(х) = ^^- 
д( t^o

Также-.
1°. Если ограничение (8) выполняется для $ = р, решение урав­

нения (1) будет, представлять аналитическую по t функцию с ради­
усом сходимости р.

2°. В случае, когда необходимые и достаточные условия, выра­
женные ограничением (8), выполняются для <Zp> решение u(t, х) 
представляет целую функцию относительно t.

Доказательство необходимости проводится следующим образом. 
Предполагая решение уравнения (6) аналитическим по t, а затем диф­
ференцируя по t решение, представленное в интегральной форме, и 
оценивая по модулю, получим ряд соотношений, которые дают нам 
необходимое условие, выраженное ограничением (8).

Решение уравнения (1) запишется в виде следующего степенного 
ряда:

р—1 со , k -Л—1

“ К *) = 2 2 2 W +
й=о л=0 ' Г с Д

Я—1 X

+ 2 2 w ] • (9)
Х=1 і=1

Для доказательства достаточности условия (8) нужно удостове­
риться, что степенной ряд (9), представляющий решение уравнения (1), 
имеет радиус сходимости, отличный от нуля, что очевидно, ибо 
мажорантный ряд

р—1 ОО

мл %) к ж 2 2
Л=0 п=о

| t\nP+k (Пр + fe)! 
{пр 4- й)! ^^3+* (10)

сходится при условии р Ср.
Также непосредственно убеждаемся, что:
1°. Если (8) выполняется для 3 = р, степенной ряд (9) имеет ра­

диус сходимости р = R.
2°. Когда р<р, радиус сходимости р = оо.
Наряду с вышеуказанным необходимым и достаточным условием су­

ществования аналитического по t решения уравнения (1), можно пока­
зать, например, что достаточным условием является принадлежность 
начальных данных (2) и функции f (t, х) к классу функций а С 8 в 
смысле Жеврея (3), где о, следуя Г. С. Салехову (2), будем называть 
весом уравнения (1).

в) Относительно переменной х решение уравнения (1) в некоторой 
замкнутой области D' (| 11 г <р, а Ь) будет функцией класса 
а <8, где 8 = р / q.
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Аналогичные теоремы 
уравнения можно доказать также для более общего

+дпРи 
д^Р ЬбП~ЪР дхЧ + • • • + (И)= X).

§ 2. Рассмотрим уравнение

дри 
dtP

=/^ х). (12)

При выполнении начальных условий

dku 
dtk = W, (13)

где А = 0, 1, 2, ... , р — 1; z (х) — однозначная функция на [а, Ь] и
^теоре^а^6 ЯВЛЯеТСЯ ФуНКЦИеЙ класса₽<А справедлива слёдую-

Теорема 4. Для того чтобы уравнение (12) имело единствен­
ное аналитическое решение п0 переменному t, удовлетворяющее 
начальным условиям (13), заданным на кривой t — y (х) достаточно 
чтобы начальные данные (13) и функция f(t, х) относительно х 
на отрезке (а, Ь) принадлежали к классу функций В р.

Решение задачи Коши — Ковалевской для уравнения (12) сводится 
к решению интегро-дифференциального уравнения:

г й. $ 2 -^£77 < +Л К. *)] <О Л=1 1 (14)

Последнее решается методом последовательных приближений.
Теорема 5. Решение уравнения (12), аналитическое по t в об­

ласти D (| t1 <7 р, а-^л-СА) относительно второй переменной х, 
будет принадлежать к классу функций ^-^р.

Как следствие из вышеуказанных теорем следуют результаты 
Жеврея (3) и Хольмгрена (6), полученные ими в связи с разрешением 
проблемы продолжаемости решения уравнения теплопроводности.

Казанский сельскохозяйственный институт 
им. М. Горького

Поступило
20 VI 1952
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