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1. Энергию упругих деформаций в единице объема Vt кристалла (х) 
1 6И,—-к- S выразим через напряжения Для этого воспользуемся

6
соотношениями обобщенного закона Гука Tji = S c^k (г = 1, 2,..., 6). 

*=1 
6

Результат представим в каноническом виде:7/; = S Здесь гц — де­
деформации; cik — коэффициенты упругости; Ck — функции инвариан­
тов преобразования тензора упругих постоянных.

Энергия поликристалла в объеме W

Н=^нк (1)

;=1

Выражение к_, соответствует одному из основных предположений 
в теории упругости и пластичности сплошных сред, согласно которому 
энергия аддитивна.

Вероятность того, что принадлежит ячейке dX: dX = Пй^фа- 
*=i 

зового пространства напряжений, для систем с аддитивной энергией 
равна dP = dX, где ф — постоянная относительно величина; 
о — модуль распределения. Из условия нормировки f е dX = 1 
находим

ф = — 01nг = ^
1 6— 3 0 1п (к0) + -2“ 6 2 1п 1 > 

й=1
(2)

где z — интеграл состояния.
Средняя энергия поликристалла И = [He^^dX после преобразо­

ваний равна:
Н = ф — 6 • Подстановка (2) в (3) дает И = ЗЖ

Обозначим среднюю энергию в единице объема W через/Д; тогда

= ^ = 30.
(4)
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Если внешняя по отношению к объему U7 нагрузка отсутствует, 
но имеются остаточные напряжения второго и третьего рода, то

= 390. (5)

Средние напряжения от внешней нагрузки совершают работу в еди­
нице объема W поликристалла

1 3
A = -^-^kek, '6)

*=і
где о*, d* — главные напряжения и деформации. Следовательно,

+ А. (7)
Из выражений (4), (5) и (7) находим зависимость модуля распреде­

ления напряжений в объемах И от внешней нагрузки:

0 = % + Чз А. (8)
2. Положим: а2 = аа1; о3 = рах (ох;>а2^а3), где а и р— постоянные, 

характеризующие напряженное состояние. Найдем относительное от­
клонение напряжений от среднего ах в основной массе объемов V. 
Работу (6) представим в виде

А = С& (9)

где -f-a2 + p2-2v(a-|-ap + p)];

(Ю)

Е — модуль нормальной упругости: v — коэффициент поперечного сжа­
тия. Из (8) и (9) следует, что модуль 9 при данном ах зависит от ха­
рактера напряженного состояния. Найдем такие напряженные состоя­
ния, при которых 0 принимает экстремальные значения. Для этого 
достаточно найти экстремумы функции f(a.,$) = 2EC в интервале (10). 
Из равенств df]da.=dfld^ = Q находим:

(Н)
Далее, так как

Д =

d2f d^f
да2 da dp
d2f d2f

др да dp2

= 4(1 -v2)>0

и d2flda2=2^>0, то внутри интервала (10) имеется только минимум.
Относительное число объемов V с напряжениями в пределах от 

О1 — 2,6<о до Qx 4- 2,6 со составляет 99% от общего числа объемов V. 
Здесь (о = у9/2. Положим 90 = 0 (исходное состояние поликристалла 
является „естественным'). Тогда из (11), (9) и (8):

2,6 <о
---- = 0,324%. (12)

Максимум / (а, р) находится на границе интервала (10): a = р = — 1. 
Соответственно этому

2,6
---- -=0,967%. (13)
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Рис. 1. Кривая распределения объе­
мов V по величине нормального на­
пряжения, средняя величина которого 
является главным напряжением, пер­
пендикулярным оси сжатия, п — 
относительное число объемов V, а — 
нормальное напряжение в объе­

мах V

Следовательно, функции распределения объемов V по напряжениям 
в однофазном квази-изотропном поликристалле, не имеющем остаточ­
ных напряжений, обладают острыми 
максимумами. Это обстоятельство яв­
ляется существенным при выводе 
условий пластичности из закона ска­
лывающего напряжения для монокри­
сталлов (\2).

3. Известно, что процесс микро­
скопического разрушения в мас­
штабе объемов V начинается при 
напряжениях, меньших предела проч­
ности поликристалла (3“5). Рассмотрим 
случай одноосного сжатия: ах = а2 = 0; 
а3 = — ас<0. На рис. 1 приведена 
кривая распределения объемов V по 
величине нормальных напряжений, 
действующих вдоль оси 1. На полу­
оси, по которой компоненты нормаль­
ных напряжений в объемах V 
положительны, отложим сопротивление отрыву кристалла S„. Заштри­
хованная площадь кривой распределения равна относительному 
числу q объемов V, в которых растягивающие напряжения пре­
вышают Sn, следовательно, имеют место микроскопические трещины. 
Аналогичная картина получается вдоль любой другой оси, перпенди­
кулярной оси сжатия. Величина q

q^-^e-'dt (14)
* И 7Г J 

о

зависит от верхнего предела интегрирования, который в данном слу­
чае равен:

Sn S,v, = ------• = ---------

С увеличением внешней нагрузки, характеризуемой параметром аСг 
величина (15) уменьшается, следовательно, qi-q(yi) увеличивается. 
q{ увеличивается до некоторой, повидимому, постоянной для данного 
поликристалла критической величины, при достижении которой насту­
пает макроскопическое разрушение.

Вдоль оси сжатия

_ Sn + a

Уз — КА

е°+ ЬЕ

(16)

Из (15) и (16) следует .Уз Поэтому (ух) > q3 (у3)- Равенство 
qr = q^ = q^ имеет место при отсутствии внешней нагрузки (ас = 0). 
Величина Столько при 90>0. Это соответствует наличию трещин, 
„каверн" и прочих дефектов реальных материалов. Такие дефекты 
привлекаются для объяснения хрупкого разрушения в теориях Гриф­
фита, Менаже и др. (в,7). Если 60 = 0, то ?о = О; в исходном материале 
дефекты отсутствуют. Однако, вследствие анизотропии механических 
свойств кристаллов в объемах V, при наложении внешней нагрузки,
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Рис. 2. Схематическое 
изображение макроско­
пического разрушения 
путем отрыва в резуль­
тате действия растяги­
вающих напряжений в 
объемах V при одно­
осном растяжении (я), 
одноосном сжатии (б) 
и двухосном равномер­

ном сжатии (в)

согласно (8), (15) и (14), 9>0 и ^>0. Трещины в объемах V появляются 
за счет возрастания 9.

Принимая во внимание, что растягивающие напряжения по глав­
ным осям 1 и 2 перпендикулярны оси сжатия и при ас>0,
заключаем, что наиболее вероятным является такой макроскопиче­
ский отрыв, при котором поверхность раздела проходит через ось 

сжатия. Отрыв нельзя объяснить наличием 
дефектов, когда 90 = 0. Поэтому упомянутые 
выше теории не являются достаточно об­
щими.

В случае двухосного равномерного сжатия 
01=0; а2 = а3=—осс<0)

(17)

откуда J's = Js >Л! 91 > 9а = 9з- Отрыв по по­
верхности, перпендикулярной оси 1 (рис. 2), 
вследствие этого является наиболее вероятным. 
Таким образом вполне объясняется разрушение 
путем отрыва при двухосном равномерном сжа­
тии в опытах Бриджмена (3).

4. Напряжение ас или асс является средним 
и потому определяется из опыта обычными ме­
тодами. Так например, при одноосном сжатии 
цилиндрического образца ас = P/F, где Р — на­
грузка; ^—площадь поперечного сечения. Кри­
тическую величину ас или аСс, являющуюся 
пределом прочности, в случае разрушения пу­
тем отрыва естественно отождествить с тех­
ническим сопротивлением отрыву Ra (2,8), 
так как между этими величинами и пределом 
прочности в случае одноосного растяжения 
(®1 = вр>0; а2 = з3=0)

нет принципиальной разницы.
Согласно (18): y2=J/3^-J/i; 9i 9а = 9з- Наиболее вероятным 

является отрыв по поверхности, перпендикулярной оси растяжения. 
Вследствие того, что вероятность разрушения при растяжении,
вообще говоря, больше, чем при сжатии.

Поступило 
28 II 1952
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