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МАТЕМАТИКА

3. И. ХАЛИЛОВ

ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ ОПЕРАТОРНОГО УРАВНЕНИЯ С ЧАСТНЫМИ 
ПРОИЗВОДНЫМИ

(Представлено академиком С. Л. Соболевым 18 VI 1952)

1. В связи с некоторыми задачами современной физики (Д нами 
рассмотрена задача Коши для бесконечной системы линейных уравне­
ний с частными производными (2).

В настоящей статье исследуется задача Коши для операторного 
уравнения вида:

= 2^’ди 
dt дх^ ■ ■ ■ дх^ (1)

где и, f—функции аргументов t, xs, меняющихся в полосе

со значениями из произвольного пространства Банаха В; М — данное 

натуральное число; V означает сумму по всем ks, сумма которых не 
(^)

превосходит М; ...... k'^ (t) — операторы, отображающие В в
самого себя. Под производной и интегралом функции и по любому 
из ее аргументов понимаются обычные пределы.

2. Обозначим через К* класс функций f(t, х), непрерывных и огра-
-I—^-kn

ниченных вместе с производными —в II; обозначим 
дх^"--. дхпп s

через К’у. класс функций и (t, х), непрерывных и ограниченных вместе
Сш 1 Пи V' L ТТс производными в П.

дх^-.-дх^ s
Следуя Ж. Адамару и И. Г. Петровскому (3), будем говорить, что 

задача Коши для (1) поставлена равномерно корректно, если удовле­
творяются условия:

1°. Для всякой функции ср (%) € Kl существует решение уравнения (1), 
обращающееся в ср (%) при t = /0, причем единственное, где t0 — про­
извольное число из [0, 7].

2°. Любому числу е>0 можно сопоставлять т]>0, зависящее только 
от е и такое, что при любых срх (х), ср2 (х) из Kl, отличающихся друг 
от друга вместе с производными порядка L меньше, чем на т], 
соответствующие им решения из Км уравнения (1) отличаются меньше, 
чем на г.
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3. Рассмотрим уравнение:
М

W = V (Іа^ ■ • • (га/" А(^} V, (2)
dt

где as — вещественные параметры, — оо <as< + оо; И—неизвестная 
оператор-функция.

Ищем решение (2) при начальном условии

= Е, (3)
где £■ —единичный оператор. Очевидно, решение задачи Коши (2), (3) 
зависит от t, t0 и вектора а.

Если А^ — из кольца линейных операторов и ограничены непре­
рывной функцией, т. е.

(4) 
то решение задачи (2), (3) существует, и оно является ограниченной 
непрерывной оператор-функцией:

|| V||<®(U0,a).
В дальнейшем уравнение (1) будем предполагать регулярным, 

т. е. имеет место неравенство (4).
Если Ф(А^,а) с ростом ат = {|а1|......... |ая|}, ат—><х>, растет не

сильнее некоторого полинома относительно ат равномерно относи­
тельно t и ^0, т. е.

Ф(ЛМ<С(1+ат)Л
где С, р — положительные числа, то будем говорить, что для уравне­
ния (Г) имеет место условие А.

Теорема 1. Для равномерной корректности постановки задачи 
Коши для уравнения (1) выполнение условия к необходимо.

В самом деле, пусть задача Коши для (1) поставлена равномерно 
корректно и условие А не выполняется. Пусть гг — произвольная по­
следовательность положительных чисел, ег-»0. Составим Сг=1/ег и 
зафиксируем L. Тогда каждой паре (Cr, L) соответствуют «(И
и В, || = 1, для которых

li V(t? + a'V^^Q +

Составим функции

Каждой начальной функции соответствует репте ние 

и^ = V^r\ 
являющееся единственным по условию.

Очевидно,

при любых ks^ks^L.

^У-..+k^r)

1 • • • дх*п (6)
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При t = = имеем

[1 + «£] L = 1 . (7)

Из (6), (7) получается, что решение (5) не удовлетворяет п. 2° 
условия равномерной корректности; этим доказывается теорема.

4. Рассмотрим задачи Коши (2), (3) и
м

% = 2 • • • ^kn A(ks}V + *) -

^1^0= °-

Лемма 1. Если || И1| < С (1 + а,чХ ^>0; || F|| <СХ(1 Рх —
произвольное число, как положительное, так и отрицательное, то

1М<С2(1

где С2 — некоторое число.
Лемма доказывается на основании формулы:

t
V — V (t, т, a) F (т, а) dx .

t.
Лемма 2. При условиях леммы 1, если

^ + '"+knp
<^(1 +

где ^ks^k, то 
S

д*1+--+%

да*1 • • ■ да*” с2 (1 + а^1 + E*V(M—1+р)

Следствие. При всех неотрицательных ks
II dkx + ---+knv

C2(l 4-^/+^-’^.

Лемма 3. Пусть f (х) £ К* и равна нулю вне куба Qa (| *« | «)•
Тогда

4-00
Ef = (2?? 5 ?e-,axdxx- ■ -dxn 

—ОО
обладает свойством:

II Ff WII <-------- .11 М [1+а, ]*!••• [1 + I а„ I]*"

где 2ksС зазисит только от а и верхних граней норм f и всех 
S

ее производных по xs порядка -<х.
Лемма 4. Пусть

да*1 ■ • • да*”
< ___________ С___________
^[1 + |а1і]2+Р1...[1 + іа„ ]2+р«’
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где С>0, ps-произвольные неотрицательные числа,Ур^р 
Тогда * "

_________G________
[1 + Хг ]т1 . . . [1 + ! Хп jm„ ’

где^І^р, ^m^k, ^>0 uf^t E^e^d^.
■ da„.

oM ?■ % 7 “ T 6 “ P™* *У™^ое^У^' m° SadMa dM (1>

u(t,x)— j VEve'™ da^- • •da.n -|- j ve^dx^- • -d^n,

где

Ea (a) = -±_
(2n)" 

v — решение задачи Коши:

<? (x) e~>^dxv ^dxn,

. м
£ = 2 ^1)*1 ’ ‘' ^kn v + Ef,

T eoP£M3 3. При условии А, если f и у — произвольные элементы 
К(2п+і\м+р), то задача Коши для (1) существует и решение опре­

деляется рядом
и = J

А=1

где и^— решение, соответствующее свободному члену Ф (х—x^)f
и начальному условию ^*) = Ф(х— х№) ср; Ф (%) — функция, обладаю­
щая свойствами: 0 <; Ф (х) 1; она имеет всюду непрерывные про­
изводные по всем комбинациям х^-.^Хп порядка < (2п + 1) (М + р)', 
на кубе_ Qidx^Kl) она равна 1; вне куба Qi*/,(|xJ< Р/2) равна 
нулю\ х^ — центры кубов, образованных плоскостями xs — ns, где 
ns — нечетные числа, как положительные, так и отрицательные.

Теорема 4. При условии А, если задача Коши для (1) имеет 
решение, то оно единственно.

Теорема 5. При условиях теоремы 3решение задачи Коши для 
(1) непрерывно зависит от начальных данных в смысле п. 2° пара­
графа 2.

На основании всех предыдущих теорем имеет место
Теорема 6. При условиях теоремы 3 задача Коши для (1) по­

ставлена равномерно корректно.
Институт физики и математики Поступило

Академии наук Азерб.ССР 23 IV 1952
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