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МАТЕМАТИКА

И. М. РАПОПОРТ

НОВЫЙ МЕТОД ПРИБЛИЖЕННОГО ИНТЕГРИРОВАНИЯ 
ОБЫКНОВЕННЫХ ЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

(Представлено академиком М. А. Лаврентьевым 4VIJ952)

Мы указываем в этой статье новый прием построения последова­
тельных приближений для решений обыкновенных линейных диф­
ференциальных уравнений. Рассматриваемый ниже итерационный про­
цесс отличается весьма быстрой сходимостью. Построение последова­
тельных приближений осуществляется одновременно для п линейно 
независимых частных решений заданной системы и линейных дифферен­
циальных уравнений первого порядка.

Итак, будем искать матрицу X (t) порядка п, непрерывную вместе 
со своей первой производной в интервале (О, Т) и удовлетворяющую 
соотношениям

X'(t) = A(t)X(t), АД0) = Е (detE=#O), (1)

где A (t) — заданная матрица порядка п, непрерывная в интервале 
(О, Т). Пусть Хо (t) — некоторая матрица порядка п, неособенная и 
непрерывная вместе со своей первой производной в интервале (О, Т), 
причем Хо (0) = Е. Отправляясь от матрицы Хо (t), как от нулевого 
приближения, определим m-е приближение формулой

Xm(t) = X0(t)[I + УДО] И + КДО]... [Z + ^(0], (2)
где /—единичная матрица, а УДО, У2 (0, матрицы, последова­
тельно определяемые соотношениями

Гт+Д0 = ^m(t)dt,О△„«(О^ + ^+ДОИ^И^^^ т = 0,1,2,..., (3)△0 (0 = (0 И (0 (0 - X (0L
Будем предполагать ниже, что матрица До (0 = || Зцо (0 II > характе­

ризующая нулевое приближение, удовлетворяет условию
тf 8 (0 dt < (S (0 = max 8І/О (0) (4)

(как мы показываем ниже, этим гарантируется существование обрат­
ных матриц, фигурирующих в соотношениях (3)).
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Обозначим через &(Z) вещественный корень уравнения 

а-^-^з + |^= л (5)
о 

удовлетворяющий неравенству и покажем, что эле­
менты yljm (t) (матриц Ym (t) и элементы \jm (t) матриц Дт (Z) (т = 
= 1, 2, . . .) удовлетворяют неравенствам

1^(01<-^ '
т т~Х

\\jm- I < 2т§ да (f)]2 -1 п {1 - 2 [a (^-х. 
л=о

Допустим, что функции у^т и b.jm (i, j = 1, 2, . . . , п) удовлетво­
ряют неравенствам (6), и оценим функции у^ m+i и ш+1. Укажем 
предварительно неравенство

П (1 - 2^2') X1 - 2»2-2&4) И (1 - 
k=l k=3

со ~ , оо

*=1 *=1
Согласно (3), (5), (6) и (7), 

t а
I+1 I < $ ЗХ2^1 (1 - 2&Г1 (1 - ЗЯ2)'1 dt = ~\ db^ 

О о
Отсюда следует, что элементы матрицы (/ + ХД — I = — Ym+1 + 

+ ^+і------ не превосходят Я2™ (1 — 2&2'У1 и, таким образом,

I 8/л т+11 < 2т8Я2'”-1 jf (1 - 2Я2У2Я2т [1 + 2&2т (1 - 2Я2'”)'1] = 
Л=0

= 2m+Wm+1-x fj (1 -2Я2*)'1. 
А=0

Итак, если неравенствам (6) удовлетворяют функции yljm и o.jm, то 
этим неравенствам удовлетворяют и функции у.^ т+1 и т+1. В то же 
время

|Лл |< ў.таікі», +
О

и, таким образом, неравенства (6) имеют место при любом т^-1. 
Введем далее в рассмотрение матрицы;

Zkl (t) = [/ + Yk (ЭД [/ + (ЭД ...[/ + Yk+i_x k > 1, Z > 1, (8) 
и покажем, что элементы Ztjki (Z) матриц Z^i (Z) удовлетворяют нера­
венству

2Z
<9>

v=2
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Действительно если неравенство (9) имеет место при некоторых 
значениях индексов k и I, то, в соответствии с рекуррентным соот­
ношением Zk,l+l = Zkl + Yk+i + ZklYk+l и неравенствами (6),

। w I < И S "-1) + 2^+'_1 + 2
L v=2 v=2

В то же время Zki (О = Yk и, следовательно, при I = 1 неравен­
ство (9) непосредственно следует из неравенств (6).

Согласно (2) и (8), при М>т
Хм (О — Хт (t) = X0 (£) Z^m (t) [Zm^ м—т (0 /],

и, таким образом, в соответствии с неравенством (9),
2т / ОО А

। т- х„. ю । < Xi и 2 ’ (»иг * < 1 + 2 ’ [»пГ ”~u I =
v=2 ' v=2

= Xi(t)F[^(t), т\ [1 -&(0Г 
где

Xi (f) = max I Xij0 (t) I,

F($, m) = (2 - a2"1) (1 - ^m)~2 [1 - &2m - 2m (1 - $) S-2”].

Как показывает исследование функции F (&, ni), F(b, ni)^2 в об­
ласти m^O. Таким образом, последовательность матриц
Хт (t) равномерно сходится в интервале (О, Т), причем элементы Xij(t) 
предельной матрицы X (t) удовлетворяют неравенствам

J (0 - xijm. (f) I < 2хі (t) [1 - & (Of2 [& (О]2" < 8хі (t) (10)

Покажем, в заключение, что предельная матрица X (t) удовлетво­
ряет соотношениям (1). В соответствии с рекуррентными формулами (3), 
при т = 0, 1, 2, .. .

X’m(t) = A(t)Xm(t)-Xm(t)^m(t). (11)

Действительно, если соотношение (И) справедливо при каком- 
либо значении индекса т, то, согласно (2) и (3),

Хт+1 = Хт (/ + Yт+1 ) + Хщ Yт+1 =
= АХт Ц “Ь Tm-j-j) Xm^mYm+1 = АХт+\ —

в то же время при т = 0 соотношение (11) непосредственно следует 
из определения матрицы До (t).

При любом т Хт (0) = Хо (0) = Е, и, следовательно, согласно (11) 
и (6), последовательность матриц Хт {t) сходится к искомой матрице 
X (0, удовлетворяющей соотношениям (1).
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В качестве простейшего примера рассмотрим вопрос о построении 
решений (t) и х2 (t) дифференциального уравнения х" (t) + 
+ Р' — Ў (0] х (t) = 0, 0 < t Т, X > 0, удовлетворяющих начальным 
условиям хг (0) = 1, (0)=0, х2 (0) =0, х2 (0) = Решение вопроса све­
дется к построению матрицы X(t), удовлетворяющей соотношениям (1), 
если положить

X(t) = xyt) х2 (t) I 
х2^) I I 0 'I 

W)-). o|
Если в качестве нулевого приближения воспользоваться матрицей, 

удовлетворяющей соотношениям (I) при ^(^) = 0, то для матриц Хо (t) 
и До (t) получим выражения

Хо (t) = Icos sin
|| —/X sin/й /Хфоэ/И

g (l) II — sin2j/XZ 
2VT II 2 cos2 y\t

— 2 sin2 У^Л 
sin 2-)/Х/

Условие (4) заведомо будет выполняться при j/X>32/7^ \q(t)\dt.

Построив в этом случае m-е. приближение для матрицы X (t) 
в соответствии с формулами (2) и (3), мы определим искомые 
функции хг (t) и х2 (t) с погрешностью, не превосходящей в интер­
вале (0, Т) 2(1— ф)-<р“ , где ф—вещественный корень уравнения

2 з 3 1 С
Ф — ср _ ф у = —— \ \q(t) | dt, удовлетворяющий неравенству
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