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Рассмотрим тонкий стержень, ось которого является гладкой плоской 
кривой неизменяемой длины L. Стержень имеет на концах упругие 
опоры, допускающие касательные и нормальные перемещения и поворот 
концевых сечений; соответственные коэффициенты жесткости мы обо­
значим Т, V, J1.

Введем функцию влияния касательных перемещений К (s, а) — каса­
тельное перемещение в точке s при действии единичной сосредото­
ченной касательной силы в точке а.

Функция K(s, а) является функцией Грина следующей самосопря­
женной краевой задачи:

Л {k [/і» = О,

Ро HD — w = О, 

4 [ZiW] + vpo-^=o, 

в i lZ1 И] - рЛ И = о.

(1)

Здесь 1г и /а — дифференциальные операторы, (ро^ + ~,
/2 = ^(В > w (s) — касательное перемещение, р0 (s)—радиус кривизны
недеформированной оси стержня, В (s) — изгибная жесткость стержня. 
В (s) и р0 (s) — положительные кусочно-непрерывные функции в [0, I].

Следовательно, К (s, а)—симметрическая функция ^). Пользуясь урав­
нениями Кирхгоффа — Клебша (2), мы установили следующий механи­
ческий смысл частных производных функции K(s, а), (Через KPq(s, а) 

, й др+ч K(s,a) \ „ , . , .мы в дальнейшем будем обозначать ------K01(s, а)р0(ст) — каса-
dspdaq /

тельное перемещение в точке s при действии единичной сосредоточенной 
нормальной силы в точке a;/C10(s, а) р0 (s) — нормальное перемещение 
в точке s при действии единичной сосредоточенной касательной силы 
в точке а; Кц (s, а) р0 (s) р0 (а) — нормальное перемещение в точке s при 
действии единичной сосредоточенной нормальной силы в точке а.

Запишем интегро-дифференциальные уравнения свободных колеба­
ний стержня в его плоскости:
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dw (s, t) _ С „ / '

О
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d3w (ст, /) 

до дК' &

(2)
!W (a, t) 
да ot'i di (а)>

О
L

О

где <Й(х) —масса, приходящаяся на 
нормальное перемещение u(s, t) = р0 
сти упругой линии).

Полагая w (s, t) = w (s) sin (pt + e),

сп*т- кроме того, 
ds (условие верастяжимо-

получим;
L L

(s, a) W (а) di (3) + х J /<01 (s> а) (а) (а)>
0 о

С LW' (s) = \\ (S, а) W (а) di (а) + X J Кп (s, а) w' (а) di (а)
0 о (3)

= р2).

Систему (3) можно привести к одному нагруженному 
уравнению:

Лф)=Х S H(s, а) у (a) di (а), 
С

интегральному

(4)

где L совокупность двух интервалов [0, £], наложенных дпуг на 
друга и обозначаемых К и L2, a

( К (s, a), S, а € Ьй
_ j ^01 (s, а), sELlt aEL2;

(s, a), S E L2, Lr;
І Кц (s, a), s, а € £2;

У («) = ® (s), s € Lp,

У (s) = W (s), s 6 L2.

Симметричность ядра H (s, а) следует из симметричности К (s, а). 
Положительная определенность Н (s, а) в усиленном смысле (3) следует 
из положительности потенциальной энергии деформации устойчивого 
стержня.

1 сс LL
V(X, Z) = т (S, a) dz (s) dZ (а) + Кйх (S, a) p0 (a) dZ (s) dX (a) +

0 0 0 0

+ П ^0 (s, 3) Po (s) dX (S) dZ (a) + И Ku (s, a) p0 (s) p0 (a) dX (S) dX (a)] 
«о о о J

= T И ^dQ(s)dQ(a)-,
l*l*

dQ(s) = dZ(s), sELp, 

dQ (5) = Po (s) dX (s), s € L, 
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(X (s) и Z (s) — проекции на нормаль и касательную к упругой линии 
главного вектора внешних сил, отнесенного к единице длины упругой 
линии).

Итак, задача определения частот и амплитудных 
функций колеблющегося криволинейного стержня 
свелась к определению собственных чисел и фунда­
ментальных функций однородного нагруженного 
интегрального уравнения Фредгольма (4) с симметри- 
ческ им и положительным ядром и монотонной функ­
цией распределения.

Отметим, что такие важные положения, как ортогональность ампли­
тудных функций и вещественность частот, непосредственно следующие 
из (4), для криволинейного стержня устанавливаются здесь впервые.

Для интегрального уравнения (4) справедлива теорема Мерсера

H(s,.) = ^^. (5)

Ряд (5) сходится абсолютно и равномерно в области определения 
ядра Н (s, а), а функции yt (s) образуют полную ортонормированную 
систему.

Определим функцию у (s, t) так, чтобы

у (s, t) = w (s, t), s^Lp, 
, dw (s, t) r .

У (5> 0 = —. S € L2.

Систему (2) можно теперь записать в виде

y(s, t)=- \H(s, (6)
L*

Заменив H (s, а) в (6) разложением (5), получим
ОО

T(s. t) = 2 (7)
i=l

где 0{ (f) = - J- J у. (a) di (y).
L*

Тем же путем, что и в (3), можно получить

0г (£) = A. cos pt + Bt sinpf, i = 1, 2, ... ;

® (s, t) = 2 (A cos Pf + A sin pt) (s); (8)
i=i

«(s, *) = 2 icos pf + Btsin p^ «г (s); (9)
i=l

(s) = w' (s) po (s).

Таким образом, перемещения при колебании стержня 
разлагаются в равномерно сходящиеся ряды Фурье 
по фундаментальным функциям w^s), u.(s).
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Вывод формул (8) и (9) является обоснованием метода Фурье 
в рассматриваемой задаче.

Поступило
27 II 1952
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