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(Представлено академиком В. И. Смирновым 12 У 1952)

1°. Пусть п-я строчка матрицы

М J2)
Ai А2 

................. (1)
М (П) (п)
А1 Л»2 • • •

(п=1, 2,...)

составлена из корней полинома Чебышева Тп (х) — cos п arc cos х. Через 
{/*(х)}*=1 мы обозначим фундаментальные полиномы Лагранжа, по­
строенные для п-й строчки матрицы (1). Обозначим через An[f;x] 
интерполяционный полином С. Н. Бернштейна степени п — 1, построен­
ный для п-й строчки матрицы (1) и функции f (х), определенной в ин­
тервале [— 1, 1].

Как известно,

Ап [/; ■*] = гі М, О W = lj (х) + (- іу-1 l^tj (х), (2)
/=1

где р — произвольное фиксированное натуральное число. Целое число 
tj определяется однозначно из неравенств Чр (tj — \)<Zj <4ptj. Штрих 
в сумме (2) указывает на то, что j принимает все целые значения от 
1 до и, за исключением чисел, кратных Чр. Если 2рЦ>я, то мы счи­
таем Ц.(х) = 0.

Полиномы Ап [/; х] обладают двумя интересными свойствами:
1. Для любой непрерывной в [—1,1] функции/(х) имеет место 

равномерно соотношение

Л [/;х]-*/(х), п^оо, — 1<х<1.

Ч. Отношение степени полинома Ап [f; х] к числу его узлов сколь 
угодно близко к 1, если только р достаточно велико.

2°. В настоящей работе изучается величина

^(а)= sup |/(х) —Ап[/;х]|, (3)
/ £ Up

где Lip^a. есть класс всех функций, определенных в [— 1, 1] и удов­
летворяющих условию Липшица данного порядка а. с константой К-
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Теорема. При 0 <а < 1 имеет место неравенство

^4к“К(4р)1+«Г2 , ^р\Тп(х)\ z
© --------------- (гсрс« + 2), (4)

где 
ОО

с« — 2 Р — тах 0^2; (1 + 4тгр)1~а). (5)

При а = 1 имеет место неравенство

„(1) 64тс Кр2 УТ 4^^ ; Т„ (х) I У 2 и ыр I тп (х) |
© ^ п п П2р ------- • (6)

Наметим ход доказательства. Так как Е' rj(x) = ^ То

/ (х) Ап [/; х] — 2 [/ W — f (х;)] Г] (х). (7)

Предположим, что 0<а<1. Из равенства (7) и/6 Ыр^. следует, что 

й"’< £/1 + + Еі-ЕРх^К^-^г^. (8)

Мы будем рассматривать ибо рассуждении для s!al аналогичны 
Допустим, что

Xs x<xs+i, 2р7<«+ 1<2р(7 + 1), п = 2рш + г, (9)
где 0<:г<2р.

Очевидно, что
ip (9+2) —1 2pm п

— 2 + 2 Д;+ 2 ЕІ = °1} +
/=s+l р=2р (9+2) +1 y=2pm+l (10)

Для оценки суммы aia) заметим, что (2) |Г/(х)К21/2 г+Г—1 11
Кроме того, при s + 1 <у ^2p(q + 2) - 1 cos 0у - cos 0 J cos 6 - An j 'j WO 'J j
— COS 6s < к. Поэтому

(a) ^2КУ2 (4р)1+атг“
°1 < ------- • (H)

чТ0ПереХ0ДИМ K оценке 0^a)• После простых вычислений получим, 

10 _ 0
______ _________ ______ sin I

п , , I о 6 |1—“ "І 0 — 0 ' ~ Ф/6, (12)^(^)+i sin€L2z sin_____
2 I I 2

где x = cos 6, Xj = cos 6, = cos —- У—1 л, / = 1, 2,... n. j 2n ' J » » >

ФД6) =
^2ptj Gj + ®2ptj

cos------к—-—cos 0 cos ----- 2---- -

' 6 + 6a1-sm -^L} 6; + Vy sln----2—i
(13)
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Заметим, что

| sin (0 - М Г-1 < I sin V2 (6ж ~ 6/) Г-1, s + 1 <j < п. (14)

> /—(^ + 0 
пТак как sin , 7>s+ 1, то из (14) следует, что2

|sin^-y^| <«1-a(j —s—I)’-1, J>s+\. (15)

Так как х < Xj < xZPtp то Значит,

sin Va (е — ^Ptj) > sin x/a (Oi+i - b2ptj).
Поэтому

sin V2 (6y —. r. 2ptj — / рт
sin 7, (Q-%ptj) 2 2ptJ.-s-l ^2p^-s-l’ (lbJ

ибо 2ptj — i<Z2p.
Для оценки (6) мы сперва предположим, что 0 <; 9 •< я / 2. В этом 

случае cos х/а (б/+ бгр/;) > cos Поэтому из (13) следует, что

sin2 0
[sin V2 (0 + 0у)[1—“ sin 7, (0 + 02р/р

Из (17) можно получить, что
Ш<2, 0<9<^-.

(17)

(18)

Если ~/ 2<9 то можно доказать, что (при р^ 12р) справед­
ливо неравенство

-Ыв)<2р, (19)
где р определяется из (5).

Итак, для всех значений 0<9<> имеет место неравенство (19), 
Из (12), (15), (16) и (19) следует, что

у, т i х m ^рі-ха(а) < ! Тп W у у ________ 2рп п1^ р_______
П l—q+З )=2р (1—1) +1 17 « I)1 “ (2pi S 1)

До сих пор мы считали, что 0<а<Д. Теперь для оценки мы 
будем различать случаи 0<С«<1 и а = 1.

Если 0<а<1, то из (20) следует, что

(а) 1 W
а2

Если а = 1, то (20) принимает вид

(1) ^К\Тп(х)\
°2 <----- п------

m 2pi—1

2 2
І=Ч+3 j=2p (І—1) +1

2ртг К2 
2pi~s — i‘

(21)

(22)

Так как s+ 1 <2р(?+ 1), то из (22) следует, что

(1) ^2КрпГ2\Тп(х)\ ™ !
°2 п . 2 i _ q _ J •

‘=?+з
(23)
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Из (23) следует, что
(1) 2яКрГ2 | Гя W . п

°2 2Р ‘

Остается получить оценку для Здесь мы опять будем 
что 0<а<;1. Заметим, что

(в)_ 2Р^Г sine,
°3 п (cos0,-— cos0)1-“

Легко видеть, что
_____________ < 2аД1-а (/ — s — 1) “Л
(COS0, — COS0)1 “

(24)

считать,

(25)

(26)

Если 2pm<Zj<Z2pm + 2р, то j' — $ — 1 ^Ipm — 2p(q 4- 1)>2р. 
Стало быть, из (26) следует, что

sin 0, п1-”
(cos 0, — cos 0)1Рг~а

Поэтому из (25) следует, что
.(а) ^РЯ
3 Та (27)

Из (8) и неравенств (11), (21) и (27) следует оценка (4). Из (8) и 
неравенств (И), (24) и (27) следует оценка (6).

3°. Оценки (6) и (4) являются точными относительно п.
Рассмотрим сперва оценку (6). Функция (%) = КI х | € Lip^ После 

простых вычислений мы получим *,  что при р = 1

* Впредь мы будем считать, что полиномы Ап (f, х) построены при р — 1 и что 
п = 2т = М.

к т,мил о)| = 42
*=i sin

тгsin-----п
2m — 2k — l

2п

sin — п
. 2k + 1

S,n ~2Й~ *
(28)

где п = 2т и т — четное число. Штрих в сумме (28) указывает на то, 
что суммирование производится по всем нечетным числам, меньшим т.

Из (28) следует, что
|Ая^|х|, 0)| + 4’ + ”‘, + 4 •не­

интересно отметить, что улучшение структурных свойств функции 
не очень сильно повышает порядок величины |/(х)— Ал(/, х)|. Так 
например, при помощи простых вычислений можно убедиться, что для 
функции / (х) = Кх € Ырк\

|Л(/,0)|>4 (п>3).

Порядок опенки (4) также точный, что видно из легко проверяе­
мого неравенства

]АЯ(/ШПО)|>4(4Г.

В заключение я выражаю глубокую благодарность И. П. Натансону 
за внимание к настоящей работе.

Поступило
7 V 1952
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