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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ ВТОРОГО ПОРЯДКА

(Представлено академиком М. В. Келдышем 29 IV 1952)

Рассмотрим дифференциальное выражение

1(у) = — у" + р (х)у, 0<х<оо, (1)

где р (х) — комплексная функция, суммируемая в каждом конечном 
интервале [0, а], а>0.

При помощи этого дифференциального выражения можно следую­
щим образом построить в гильбертовом пространстве L2 (0, оо) линей­
ный оператор.

Обозначим через © совокупность всех функций у б L2 (0, оо), удов­
летворяющих условиям:

1°. у и у' абсолютно непрерывны в каждом конечном интервале 
[О, а], а>0.

2°. / (у/) 6 L2 (0, оо).
Пусть 6 — фиксированное комплексное число. Обозначим через ©о 

совокупность всех функций _у€©, удовлетворяющих условию

у' (0) — 6_у (0) = 0. (2)

Обозначим далее через оператор с областью определения ©о 
такой, что для у € ©о

L&y = l(y);

оператор Те и есть оператор, построенный при помощи дифференциаль­
ного выражения Ку) и краевого условия (2).

Отсюда видно, что одно и то же дифференциальное выражение 
порождает различные дифференциальные операторы Lo в зависимости 
от выбора комплексного числа 6 в краевом условии (2).

Для случая, когда функция р(х) и число 0 вещественны, опера­
тор Lq был впервые изучен в работе Вейля (г) и с тех пор был пред­
метом исследования многих авторов (см., например, (2)), главным 
образом в связи с приложениями в квантовой механике. В частности, 
был изучен спектр оператора Ц при тех или иных предположениях 
относительно функции р (%). В случае комплексной функции р (х) 
или комплексного 9 до сих пор отсутствуют какие-либо результаты 
относительно L&. Тем не менее, оператор Те может представить инте­
рес и для комплексной функции р(х), ибо может служить для 
описания того случая, когда рассматриваемая система не является 
консервативной.
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Предметом этой заметки является изложение некоторых результа­
тов о спектре оператора Ле в случае комплексных р (х) и 6 при раз­
личных предположениях относительно р (х).

Методы, примененные при выводе этих результатов, дают возмож­
ность получить разложение заданной функции по собственным функ­
циям оператора Lq. Эти результаты допускают также обобщение на 
дифференциальные операторы высших порядков.

§ 1. Случай суммируемой функции. Предположим, что 
р (х) € L (0, оо). Положим X = s2. Можно показать, что уравнение 
Z (jz) = Ху имеет линейно независимые решения уь у2, голоморфные 
относительно s в полуплоскости Im s>0 и удовлетворяющие следую­
щим условиям: 
при х-> + оо

у\ = <+* [1+о(1)], у' = isels*[l +0(1)], (За)

J2 = е-^[1 +о(1)], ,у' = —+о(1)], (36)

при s-> оо, Im s О

j2 = e-^[1 + o(|)], = + 00-)]. (46)

Оценки (4a) и (46) равномерны относительно х, 0<^х<оо, при 
Im s > а > 0. Из оценок (За), (36) вытекает, что при Im s > 0 yt € L2 (0, оо), 
а _у2б£2(0, оо); при Ims = 0, s>0 никакая ненулевая линейная ком­
бинация сру. + с2у2 не принадлежит L2 (0, оо). Поэтому оператор L& не 
имеет положительных собственных значений. Его собственной функ­
цией при Ims>0 может быть только сур так как должно быть^6Фе, 
то соответствующие сообственные значения X определяются из урав­
нения

Л'(0, Х)-9Л(0, X) = 0. (5)

Вычисляя далее резольвенту оператора Lq и пользуясь оценками 
(3), (4), приходим к следующему результату:

Теорема 1. Спектр оператора Lo непрерывен на положитель­
ной полуоси и дискретен во всей остальной комплексной \-плоско- 
спги. Собственные значения оператора L& образуют ограниченное 
множество, предельные точки которого могут находиться только 
на конечном интервале положительной полуоси Х^-0. Для значе­
ний X, не принадлежащих спектру, резольвента (Le— XI)-1 опера­
тора Le есть интегральный оператор с ядром К(х, у, X), удовле­
творяющим условиям:

оо
$ IК (х, у, X) I2 dy < ОО, 
о

оо
5 IК (х, у, X) |2 dx < оо. 
о

(6)

§ 2. Случай р(х)-^оо. Пусть р(х)->оо при х->+оо и пусть, 
кроме того, выполнены следующие условия:

а) |/'= О(|р |“) при х-> + оо, где 0<а<3/2;
б) |/| = О(|р\’), |р"| = О(|рГ) при х-> + оо.
Тогда уравнение / (у/) = Ху имеет два линейно независимых реше­

ния уг, у2 таких, что при х-> + оо 
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уі = р—V. е5[і -f-o(l)], +°(1)]> (7a)

У2 = Р~1/’<?-|Ч1+о0)]> л = — Р^е-Чі + °U)L (76)
X

где р = ^р — К <=\cdx. При х достаточно большом будет \р | > | к | 

и argXp — к будет определяться по непрерывности однозначно выбо­
ром его значения при фиксированном значении х.

Пользуясь этими асимптотическими формулами, можно доказать 
следующую теорему:

Теорема 2. Пусть р(х)->оо при х^+оо и пусть выполнены 
условия а) и б). Пусть, кроме того, при х достаточно большом 
О < arg р-Су, где

Тогда спектр оператора La дискретен и не имеет конечных пре­
дельных точек. Для значений \, не принадлежащих спектру, его 
резольвента (Ц — ТГ^есть интегральный оператор с ядром К (х, у, X), 
удовлетворяющим условиям (6).

Предположим теперь, что кроме условий а) и б) выполняются еще 
условия:

в) Re {р'1') = о при х-> + оо; ОО
г) j \р\~'^Х<ОО.
Тогда из формул (7) вытекает, что yrQ L2 (О, оо) и y2QL2(0, оо).
Вместо оператора L& следует рассмотреть другой оператор L, опре­

деленный следующим образом. Обозначим через совокупность 
функций, аналогичную 2), но построенную для сопряженного диффе­
ренциального выражения Г (у) — — у" + р (х)у. Если у 6®, то

з з ___
из формулы Лагранжа (у) zdx—^уГ (z) dx = [у, z]a, где [у, z] =

______ а а
— у (х) z'(х) — у'(х) z (х) вытекает, что существует [у, z]™. Выберем 
две функции zv z2 € Я* такие, что определитель 

[34, zjo°
[У2> [№ z2]”

не обращается тождественно в нуль. Обозначим через 3) совокупность 
всех функций у € ®, удовлетворяющих условиям [у, z^ — 0, [у, z2] = О, 
а через L — оператор с областью определения Ъ такой, что Ly = I (у) 
для у € ®.

Теорема 3. Пусть выполнены условия а), б), в), г).
Тогда спектр оператора L дискретен и не имеет конечных пре­

дельных точек. Для значений \ не принадлежащих спектру, резоль­
вента Rx = (L — XI)-1 есть интегральный оператор с ядром Гиль­
берта — Шмидта.

ОО
Заменим теперь условие г) условием \ \р | -^dx = оо. Мы придем к 

следующей теореме:
Теорема 4. Пусть выполнены условия а), б), в) и пусть 

оо
(| р | dx — оо.

43



Тогда непрерывная часть спектра оператора Lo заполняет всю 
действительную ось, а для всех других значений к спектр может 
быть только дискретным. Для всех значений к, не принадлежащих 
спектру, резольвента Rx — {Lo — W)~l есть интегральный оператор 
с ядром, удовлетворяющим условиям (6).

Если выполнено одно из условий:
А. Imp(x)>0 для 0<х<оо; Im 0 > 0;
Б. Im/>(%)<; 0 для 0<:%<оо; Im6<0, 

то предыдущие результаты можно усилить:
Если выполнено условие А, то во всех рассмотренных случаях 

{теоремы 1, 2, 4) точки дискретного спектра оператора Lo могут 
находиться только в верхней полуплоскости; они могут лежать на 
действительной оси лишь тогда, когда Im/>(%) = 0, Im 0 = 0, т. е. 
когда оператор Lo самосопряженный.

Если же выполнено условие Б, то в теоремах 1 и 4 точки 
дискретного спектра оператора Lo могут находиться только в ниж­
ней полуплоскости Im s 0 при (Im ру + (Im б)2 > 0 и могут лежать 
на действительной оси в случае теоремы 4.

В случае же теоремы 1 собственные значения не могут нахо­
диться на действительной оси; их единственной предельной точкой 
может быть только к = 0.

Поступило
25 IV 1952
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