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ДЕЛЕНИЕ ПРЯМОУГОЛЬНЫХ МАТРИЦ

§ 1. Общие правила. Для того чтобы матрица с делилась 
справа на матрицу Ь, необходимо и достаточно, чтобы с имела 
столько же столбцов, связанных теми же линейными соотноше­
ниями, что и Ь; кроме того, возможны и другие соотношения между 
этими столбцами.

В самом деле, пусть ранг матрицы b есть г; если в ее левом верх­
нем углу не стоит неособая квадратная субматрица r-го порядка, то 
этого можно достичь путем перестановки строк и столбцов:

р
7J Д

ubo = (Р X q); (1)

здесь и (р х р), о (q х q), р (г X г), т) (р — г х г), I (г х q — г) — матрицы 
указанных в скобках типов, причем первые три — неособые *.

* Матричная терминология и символика, применяемые здесь и в дальнейшем, 
либо общеприняты, либо соответствуют (х).

Искомые правые частные а = с /Ь должны удовлетворять урав­
нению

ab = с. (2)
Если же представить а /и, со в форме

а) и = ||а, 5|] (т X р), 

cv = ІІ іД II ("г X 7), 

где а (т X г), Цт X р — г), х г), х q — г) — субматрицы, то

Отсюда

и

IMII X ₽ = |1ъС||.
7) Д

ар ф- = 7, (а^ ф- BrJ I — С,

а = (т — ^)/р, С = у/

сД = \\^-^) /^Д\]и (тхр), 

со = ||-у, 1| (т X q).
(3)

(4)

Последнее соотношение доказывает теорему, а предыдущее пред­
ставляет формулу для искомых правых частных. Матрица В остается 
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неопределенной, так что частное содержит т (р — г) произвольных 
скаляров.

Для, того чтобы матрица с делилась слева на матрицу а, необ­
ходимо и достаточно, чтобы с имела столько же строк, связан­
ных теми же линейными соотношениями, что и а; кроме того, 
возможны и другие соотношения между этими строками.

В самом деле, переставляя строки и столбцы а так, чтобы в верх­
нем левом углу стояла неособая квадратная субматрица порядка, 
равного рангу г, имеем

uav = я ?

kz
(т X п). (5)

Искомые левые частные b = а \ с должны удовлетворять уравне­
нию (2). Если же представить v \ Ь, ис в форме

v \ b (п X q), ис — (т X q),1

то, после такого же вычисления, как в предыдущем доказательстве 
найдем:

а\с — v а- \ (у —

ис =

(n X q), (6)

(т X q). (7)

Формула для а \ с содержит неопределенную матрицу т;, состоящую 
из q(n — г) произвольных элементов.

§ 2. Обратные матрицы. Две следующие теоремы являются 
следствиями предыдущих.

Для того чтобы матрица b допускала левые обратные Е / Ь, 
необходимо и достаточно, чтобы она была квадратной или укоро­
ченной и неособой справа, т. е. чтобы ее ранг равнялся числу ее 
столбцов.

При этом условии, переставляя, если нужно, строки, имеем

ub = (п х т), (8)

где $(т X т) — неособая субматрица. Левые обратные будут квадрат­
ными или удлиненными:

Ет \ b = || (Ет — $?]) \ РД 1| и (т х п). (9)

Для того чтобы матрица а допускала правые обратные а\Е, 
необходимо и достаточно, чтобы она была квадратной или удли­
ненной и неособой слева, т. е. чтобы ее ранг равнялся числу ее 
строк.

При этом условии, переставляя столбцы, имеем
av = || аД || (т X п), (10)

где а (т X т)—неособая субматрица. Правые обратные будут квадрат­
ными или укороченными:

а \ (Ет — fy)а \ Ет = v (п х т). (И)

22



Если b допускает левые обратные Е / Ь, то 

с(ЕIЬ) = с/ Ь;

однако не всякое с / b может быть получено по этой формуле, вслед­
ствие чего выражение с(Е1Ь} вообще нельзя смешивать с с/b; ана­
логичным образом обстоит дело для правых обратных.

§3 . Делители нуля. Так как нулевая матрица надлежащего 
типа всегда удовлетворяет условиям теорем § 1, то, при заданной 
матрице Ь, приводимой к виду (1), все левые делители нуля а = 0тч / Ь, 
удовлетворяющие уравнению ab = 0mq, заключены в формуле

Omq / b = || — $7] / РД || U (т X р). (12)

Если же задана матрица а^т х п), приводимая к виду (5), то все 
правые делители нуля a\0mq заключены в формуле

a\Omq = v “\(—^)
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(п х ^).
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