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1. Через С мы обозначим пространство всех непрерывных 2к-перио- 
дических функций /(%) с нормой = max |/(х)|. Положим 0<х<2п
ЛМ =/(х + 0-

Будем говорить, что U (f, х) есть линейная тригонометрическая 
полиномиальная операция порядка п типа Ф (коротко: л.т.п.о. п/Ф), 
если U (f, х) удовлетворяет следующим условиям: 1) U (f, х) есть 
линейный оператор, переводящий С в С; 2) для любой f£C U (f, х) 
есть тригонометрический полином порядка не выше п; 3) для любого 
тригонометрического полинома Т(х) порядка не выше п справедливо 
равенство 

2л
U(T,x) = \ T(x + t)®(t)dt = ап(Т, х) (1)

О

где Ф Д) — заданный тригонометрический полином порядка п*.

* Это определение л.т.п.о. п / Ф предложено С. М. Лозинским.
** Заметим, что определения л.т.п.о. из работ)2,3) являются частными случаями опе­

рации пункта А, когда k = 0.

Приведем различные примеры л.т.п.о.
А. Пусть задана конечная последовательность вещественных или 

комплексных чисел
Ро, Р1.......... Pn. (ЭД)

Для любой f^C построим с помощью последовательности (ЭД) 
тригонометрический полином

п 2л
«л (/, X) == 2 91^1 (/, X) = IS f(x + t) nW (t) dt, (2) 

7=0 о

где Sj(f,x) есть частная сумма ряда Фурье /(х), a (t) —обобщен­
ное ядро Дирихле метода суммирования (ЭД).

Определим теперь линейную операцию [/(/, х) из С в С следую­
щим образом:

1) для всякой f£C U(j,x) есть полином порядка не выше п;
2) для любого полинома Т(х) порядка не выше п

П(Г,%) = з„(Ж,х), (3)

где Л*)  есть производная порядка k от Т(х).
Очевидно, что построенный оператор является частным случаем**  
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л.т.п.о. n/Ф. Если р/ = 0 при j<п и рл = 1, то равенство (3) прини­
мает вид:

ЩТ, х) = TW(x). (4)

Б. Примерами л.п.т.о., обладающих свойством (4), могут служить 
следующие операции;

2л
15 f(x+о (о dt- 

о
2П+1

и (f, х) = (f, х) = . 2 f (xj) [f (X)]W
7=1

где Dn(t)— ядро Дирихле; L^(f,x) есть A-я производная от интер­
поляционного полинома Лагранжа, построенного для произвольной 
системы узлов; {/* (х)}^1 — фундаментальные полиномы Лагранжа 
системы узлов.

2. Простейшей л.т.п.о. п / Ф является операция из правой части равен­
ства (1). Оказывается, что можно установить простую связь между 
произвольной л.т.п.о. п/Ф и операцией (1).

Теорема~1. Пусть ff^Cu U(f, х) — произвольнаял.т.п.о. п)Ф, 
переводящая С в С.

Тогда имеет место равенство
2« 2П

U(fh х - t) dt =J f (X + ^)Ф (t) dt = cn(f, X). (5)
О 0

Для доказательства теоремы 1 нам нужны следующие леммы:
Лемма 1._ Пусть A (f, х) — произвольный линейный оператор, 

переводящий С в С.
Тогда для любой ср Е С справедливо равенство

А [5 ? + t) e!ktdt] = J А [? (х + г?)] eMdt, 
о о

где k — любое целое число.
Лемма 2. Пусть U(f, х) — произвольная линейная операция, 

переводящая всякую f ЕС в т ригономет рический полином поряд­
ка

Тогда
2л

Bn = J и [ft (х) - S„ (ft (X)), X - t] dt = 0. 
0

Доказательство теоремы 1. Из линейности U (f, х) следует, 
что левая часть (5) равна

1 Т
\ U [Sn (ft (х)\ x — t\dt +
О

2л

+ 2к \ft (х) Sn (ft (x)), x — t\ dt — An + Bn. (6)
0

Согласно лемме 2,
B„ = 0. (7)
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Так как Sn (ft (х))— полином порядка то из определения л.т.п.о. 
п / Ф следует, что

U [S„ (ft (х))] = J Sn (ft (x), x + f) Ф &) dtx.
О

Хорошо известно, что

Sn (ft (x), x + ^) = —^ft (x + tx + ^a) Dn (^2) dt%.
0

Поэтому

U [Sn (ft (x)), X - t] = ~ J Ф fo) dtx \f (x + tx + Dn &) dt^. 
71 о 0

Следовательно,
2п 2л

An = I J Dn (Л,) dt, \f (x + tx + /2) Ф &) dtx. (8)
0 0

Заметим, что ~n (f, x) есть полином порядка не выше п. Поэтому,, 
из свойства частных сумм ряда Фурье и из (8), вытекает, что

Ап = ^п (f, х). (9)'
Из (6), (7), (9) следует теорема 1.
Следствие. Пусть /€С и U (f, х) — произвольная л.т.п.о., пе­

реводящая С в С и удовлетворяющая условию (4).
Тогда справедлива формула:

2л
$ и (ft, х - 7) dt = (f, х). (10}
О

Частный случай (10), когда U (f, х) есть тригонометрический интер­
поляционный полином Лагранжа и k = 0, был установлен И. Марцин­
кевичем ^).

Теорема 1 оказывается полезной во многих исследованиях. В ча­
стности, мы воспользуемся ею для оценки нормы л.т.п.о. п/Ф.

Теорема 2. Пусть U (f, х) — произвольная л.т.п.о. nf®, перево­
дящая С в С.

Тогда
1ЩЬЖ11г-

Доказательство. Полагаем в (5) х = 0. Тогда
2к 2к

■^\u(ft,-t(dt= \ f(t^(t)dt- 
о о

значит,

\\U\\c> sup 
!1/llg-ci

2п
\f(t^(t) dt
О

(11)

Но правая часть (11) есть || % •
В частности, из теоремы 2 для операций пункта А следует нера­

венство:
27Т

> Ц |Л = £» (12)
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Если U{f,x) обладает свойством (4), то из (12) следует, что
2П

II 11с > | J I’ (0! dt^ In п + О (п"). (13)
О

В частности, применяя (13) к оператору (f, х), мы получим, что 
для любой системы узлов интерполирования

2«+1
max 3 I W W I "гnk In п + О («*).

х ;=i 71

3. Аналогичные результаты имеют место для пространства L всех 
суммируемых 2тс-периодических функций с нормой

2к
1Лг = Н1/(<)|л 

О

Теорема 3. Пусть U(/, х) — произвольнаял.т.п.о. п)Ф, перево­
дящая 1 в L.

Тогда для любой f£L справедлива формула (5).
Из теоремы 3, в частности, вытекает:
Теорема 4. Пусть U (f, х)— произвольная л. т.п. о. п]®, перево­

дящая L в L.
Тогда

ІМІлЖЬ (14)

Для оператора А неравенство (14) принимает вид:

(15)

Применяя (15) к оператору Ln}(f, х), мы получим, что

2 j 1((/ nk In re + O(nk\ (16)
7=1 0

Частные случаи неравенств (13), (15), (16) находятся в работах 
•С. М. Лозинского (2-4).

Изложенные результаты без особого труда распространяются на 
многомерный случай и пространства Орлича (5).

Аналогичные результаты имеют место для линейных полиномиаль­
ных операций, переводящих функции данного пространства в алгеб­
раические полиномы степени не выше п.
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И И 1952
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