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МАТЕМАТИКА

Б. И. ПЛОТКИН

К ТЕОРИИ РАЗРЕШИМЫХ ГРУПП БЕЗ КРУЧЕНИЯ

(Представлено академиком О. Ю. Шмидтом 5IV 1952)

§ 1. 1. Пусть группа ® обладает таким вполне упорядоченным ря­
дом нормальных делителей, содержащим единицу и всю группу:

Е = До с At с.. .с АЛ с Aa+i с.. .с A, = (1)

что при всех а Да+1 /Да — абелевы группы конечного ранга*.  Тогда 
группу @ назовем р-разрешимой, ряд (1) — ее р-разрешимым рядом и 
число (вообще говоря, трансфинитное) у —длиной этого ряда.

* Абелева группа называется группой конечного ранга, если ее фактор-группа по 
периодической части имеет конечный ранг.

Группу @ назовем p-конечной, если она обладает конечным рацио­
нальным рядом, т. е. конечным нормальным рядом, все факторы ко­
торого абелевы группы без кручения ранга 1.

Как обычно (*),  вводятся понятия локально р-разрешимой и локально 
p-конечной группы.

р-разрешимые группы (под названием разрешимых) изучались 
Р. Бэром (2). При этом на группу накладывалось особое (®)-свойство. 
Наше свойство N (см. определение) аналогично (@)-свойству Бэра. 
Доказываемая ниже теорема 1 также аналогична соответствующей 
теореме Бэра.

Глубокие результаты в теории групп, обладающих конечным р-раз­
решимым рядом, получены А. И. Мальцевым (3). Настоящая заметка 
опирается на эту работу А. И. Мальцева и на теорию /?-групп П. Г. Конто- 
ровича (4).

2. Г руппа без кручения @ называется /^-группой (4), если для лю­
бой пары ее элементов х и у из хп = уп следует х—у. А?-группой  
называется группа, все фактор-группы которой по инвариантным 
изолированным подгруппам являются /^-группами, /^"-группой назы­
вается группа, все подгруппы которой являются ^‘‘-группами.

*

3. Б удем говорить, что группа ® обладает свойством N, если для 
любой пары ее подгрупп А и В из того, что А — максимальная изо­
лированная подгруппа в В, следует, что А инвариантна в В. Свой­
ством обладают локально нильпотентные группы без кручения. 
Локально нильпотентные группы без кручения являются также при­
мером локально p-конечных групп, причем последние ими не исчерпы­
ваются.

§ 2. Лемма 1. Всякая р-разреишмая R1-группа обладает ^-разре­
шимым рядом с факторами без кручения.

Лемма 2. R'-группа тогда и только тогда p-конечна, когда она 
обладает ^-разрешимым рядом конечной длины.
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Доказательство обеих лемм опирается на следующее свойство 
/?*-групп (9). Пусть А и В — две инвариантные подгруппы /?*-группы, 
причем А а В и В /А — абелева группа ранга п. Тогда, если / (А) и 
/ (В) — их изоляторы (5), то / (В) /1 (А) — абелева группа без кручения 
ранга -С п.

§ 3. Теорема 1. Для того чтобы группа без кручения была 
^-разрешимой R'-группой со свойством N, необходимо и достаточ­
но, чтобы она обладала возрастающим центральным рядом.

Достаточность следует из (6, 9).
Необходимость доказывается индукцией по длине р-разрешимого 

ряда, все факторы которого без кручения. Используя тот факт, что 
всякая p-конечная /?-группа со свойством N нильпотентна (9), нетрудно 
показать, что такой р-разрешимый ряд можно уплотнить до централь­
ного.

Следствие, р-разрешимая локально нильпотентная группа без 
кручения обладает возрастающим центральным рядом (2).

Из доказанной теоремы вытекает
Теорема 2. Группа без кручения тогда и только тогда яв­

ляется локально ^-разрешимой В^-группой со свойством N, когда 
она локально нильпотентна.

Заметим, что в условии теоремы 2 локальную р-разрешимость можно 
заменить локальной р-конечностыо.

§ 4. Доказательства этого параграфа существенно опираются на 
результаты А. И. Мальцева (3). Теорема 3 является усилением для 
случая /?*-групп теоремы 4 из (3).

Введем следующее вспомогательное определение. Нормальный ряд 
подгрупп некоторой группы ®

д = Во С Зі с... а За С За+1 с... (2)

назовем централизаторным относительно подгруппы Г zd О, если при 
любом а [В, За+1] С За- Другими словами, ряд (2) централизаторный 
относительно F, если элементы из F вызывают тождественные авто­
морфизмы в факторах За+і/За- Нетрудно видеть, что ряд пересече­
ний .. . .ДПЗа. • • • будет центральным в F.

Лемма 3. Пусть ® — ^-разрешимая ВТ-группа и А — ее инва­
риантная абелева подгруппа конечного ранга. Тогда в А можно 
провести рациональный ряд, централизаторный относительно ком­
мутанта группы.

Доказательство. Согласно (3) найдем в @ подгруппу конеч­
ного индекса Н такую, что ее коммутант К(Н) вызывает тождествен­
ные автоморфизмы в факторах некоторого рационального ряда 
подгруппы А. Пусть

Е = Вй cz By cz .. . с Вп-Л сВ, = А (3)

такой рациональный ряд. Найдем нормальный делитель конечного 
индекса Ну с Н. Тогда К (Ну) с К (И), и, следовательно, ряд (3) будет 
централизаторным относительно К (Ну). Рассмотрим изоляторы нор­
мальных делителей К (Ну) и Ну. Очевидно, 1(Ну)=^& и & / ЦД(Ну))= 
= / (Ну) I / (К(Ну)) — абелева группа без кручения (§ 1). Отсюда ком­
мутант всей группы содержится в I (К (Ну)). Легко видеть, что ряд (3) 
будет централизаторным относительно I (К (Ну)) (9) и поэтому относи­
тельно коммутанта группы.

Теорема 3. ^-разрешимая R'-группа О является расширением 
своей максимальной инвариантной подгруппы, обладающей возра­
стающим центральным рядом, при помощи абелевой группы без 
кручения.
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Доказательство. Вначале покажем, что коммутант К(®) груп­
пы ® обладает возрастающим центральным рядом.

Проведем в @ р-разрешимый ряд

Д = Ло С A CZ.. .с Да CZ Да+1 с. . .с Аг = @, (Г)

все члены которого изолированы в @. Так как все факторы ®/Да 
являются /?*-группами, то к каждому из них можно применить лемму 
и, следовательно, ряд (Г) можно уплотнить до централизаторного 
относительно коммутанта. Отсюда вытекает, что коммутант обладает 
возрастающим центральным рядом.

Обозначим теперь через подгруппу, порожденную всеми ло­
кально нильпотентными нормальными делителями группы @. @* будет 
максимальным локально нильпотентным нормальным делителем в @. 
Следовательно (9), — изолированная подгруппа. Так как коммутант
содержится в то @/@* — абелева группа, причем без кручения. 
С другой стороны, р-разрешима и поэтому, в силу следствия тео­
ремы 1, обладает возрастающим центральным рядом.

Теорема 4. Локально ^-разрешимая ГС-группа @ является рас­
ширением своей максимальной локально нильпотентной инвариант­
ной подгруппы при помощи абелевой группы без кручения.

Мы ограничимся доказательством того, что коммутант М(@) группы® 
локально нильпотентен. Пусть gv g2, . ■. , gn — конечное множество 
элементов из К(@). Тогда, рассуждая как в (J) (стр. 317), можно найти 
такую локальную подгруппу Н, что эти элементы лежат в К (И). Так 
как П — p-разрешимая л?*-группа, то К (Я) обладает возрастающим 
центральным рядом, и поэтому {gx, gv , gn} — нильпотентная под­
группа. Отсюда К{&)— локально нильпотентная группа.

Теорема 5. Пусть @— локально ^-разрешимая ГС-группа. 
Тогда, если в @ выполняется хотя бы одно из условий минималь­
ности или максимальности по изолированным подгруппам, то О 
^-конечна.

Заметим, что обратное очевидно: если @ p-конечна, то она р-разре­
шима и удовлетворяет обоим условиям обрыва цепей изолированных 
подгрупп.

Теорема 6. Пусть ® — локально ^-разрешимая ГС-группа. 
Тогда, если все абелевы подгруппы коммутанта группы @ имеют 
конечный ранг, то @ является расширением ^-конечной нильпо­
тентной группы при помощи абелевой группы без кручения. Такая 
группа будет локально ^-конечной.

Теоремы 5 и 6 вытекают из теоремы 4 и работы (3).
§ 5. Известно, что всякая упорядоченная группа является ^-груп­

пой и обладает разрешимым множеством (7). Поэтому теория разре­
шимых /?-групп связана с теорией упорядоченных групп. А. И. Маль­
цевым (7) доказано, что если все выпуклые подгруппы упорядоченной 
группы инвариантны, то коммутант группы обладает центральным мно­
жеством. Используя тот факт, что упорядоченная группа является 
/?-группой, этот результат можно дополнить: можно доказать, что и 
изолятор коммутанта обладает центральным множеством.

Таким образом, в случае, когда все выпуклые подгруппы упорядо­
ченной группы инвариантны, такая группа является расширением 
группы с центральным множеством при помощи абелевой группы 
без кручения.

Д. М. Смирнов (8) доказал, что в упорядоченной локально нильпо­
тентной группе всякая выпуклая подгруппа инвариантна. Этот ре­
зультат можно обобщить.
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Теорема 7. В локально p-конечной упорядоченной группе всякая 
выпуклая подгруппа инвариантна.

При доказательстве используется тот факт, что в упорядоченной 
группе всякая выпуклая подгруппа инфраинвариантна и изолирована, 
и следующая лемма.

Лемм а. Всякая изолированная инфраинвариантная подгруппа 
локально ^-конечной группы инвариантна.

Примером локально p-конечной (не локально нильпотентной) упо­
рядоченной группы может служить группа треугольных матриц над 
полем рациональных чисел с положительными рациональными числами 
на главной диагонали. Этот пример можно распространить и на беско­
нечные матрицы.
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