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Как известно (х), задание бинарного отношения между элементами 
некоторого множества А! равносильно заданию подмножества рсАхА, 
состоящего из всех пар (аь а2) элементов, между которыми имеет 
место данное отношение, называемого графиком этого бинарного 6т- 
ношения. В дальнейшем мы будем отождествлять бинарные отноше­
ния и их графики, обозначая их одинаковыми символами.

Множество $ (А х А)*  всех бинарных отношений между элементами 
множества А будет являться множеством, в котором определены сле­
дующие три структуры в смысле Бурбаки (2):

* Через $ (Л1) обозначается множество всех подмножеств множества М.
** Полуггруппой называется множество с произвольной однозначной всюду опре­

деленной ассоциативной бинарной алгебраической операцией.

1) бинарная алгебраическая операция умножения бинарных отноше­
ний, относительно которой -£(АхА) является полугруппой;**

2) отношение порядка, определяемое теоретико-множественным 
включением подмножества А х А, замкнутое относительно умножения 
бинарных отношений

{(Pi С рг) • (Pi С р2)} —> (PjPi С Р2Р2); (1)

3) каноническое симметричное преобразование, определяемое пере­
ходом от бинарного отношения р к обратному ему бинарному отноше­
нию р-1, которое будет обратным автоморфизмом для операции умноже­
ния и автоморфизмом для отношения порядка:

(p-i)-i=p, (p2px)-1=p-ip^-i, (р1ср2)^(р-1ср-1). (2)

Подмножество множества $ (А х А) будем называть симметричным, 
если оно инвариантно при каноническом симметричном преобразовании. 
Мы будем рассматривать симметричные подполугруппы полугруппы 

(А х А). Наиболее важной среди них будет подполугруппа 5W (А х А) 
всех взаимно-однозначных частичных преобразований множества А, 
т. е. всех бинарных отношений р с А х А, определяющих взаимно­
однозначное отображение подмножества рггр на подмножество рг2р. 
Элементом УЩАхА) является таыже и пустое преобразование, соот­
ветствующее пустому подмножеству произведения. Как известно, под- 
можество ®(АхА) определяется в множестве ^р(АхА) формулами

PP'1^- (3) 

653



где Дл — диагональ произведения А х А, определяющая полное тожде­
ственное преобразование множества А.

При этом для элементов из Я(Д X А) верна формула (г) 

рр—1 р = р. (4)

Докажем, что для любых элементов из ®(4 х А) верна формула

(Pi с р2) «—» (р^гЧ = Р?- (5)

Доказательство. Замечая, что (рхср2)*(pf1=p^1) и (p^czp^1)-» 
•^(РіРГ1?! с РіР-Г'Рі)’ мы получаем, согласно (4), (pj cz р2)-> (рх G p^’pj. 
Пользуясь первой из формул (3), имеем (рх cz р2) -»(PjP^1 cz ДД, откуда 
(pj cz р2)-*(р1рДр1 с: pj. Таким образом получаем формулу

(Pi <= Р2)(РіРГЧ с РЛ (А)

С другой стороны, замечая, что (р^^ = pt) *-* (pf ^Pf1 = Pf1) и 
(РГЧРГ1 = РГ1) (РіРГЧРГЧ = Р^ГЧ), мы получаем, согласно (4), 
(р№Р1 = Р1)^(Р1 ^РіРГЧРГЧ)- Далее, применяя (3), получаем 
pjpf^Pf 1Р1 Р2» откуда окончательно

(ріРГЧ = Pi) -* (Piс р2)- (В)

Из формул (А) и (В) вытекает (5).
Пользуясь (5), мы легко выводим, что элементы ЭД (А х А) удов­

летворяют формуле

(Р2 = РГ1)— {(Р1Р2Р1 = Pi) • (Р2Р1Р2 = Р2)Ь (6)

Наконец, из (5) и (6) получаем

(Pi с р2) (нр) {(plppl = pj • (р2рр2 = р2) • (рр2р = р)}- (7)

Из того, что любые элементы ЭД (А X А) удовлетворяют (6) и (7), 
следует теорема:

Теорема. Для подгруппы ЭД (А х А) всех взаимно-однозначных 
частичных преобразований множества А, а также для любой ее 
симметричной подполугруппы каноническое симметричное преобра­
зование и отношение порядка выражаются с помощью операции 
умножения преобразований.

Важность этой теоремы состоит в том, что из нее следует, что 
абстрактная теория симметричных полугрупп взаимно-однозначных 
частичных преобразований, рассматриваемых как множества, в кото­
рых кроме алгебраической операции заданы отношение порядка и сим­
метричное преобразование, сводится к изучению некоторого специаль­
ного класса абстрактных полугрупп.

Нетрудно убедиться, что множество всех идемпотентных элемен­
тов ЭД (Ах А) совпадает с $ (ДД. Таким образом, каждый идемпотент­
ный элемент является диагональю Дз произведения В х В, где В с А — 
некоторое подмножество, и определяет тождественное преобразование 
этого подмножества. Если р с А х А — произвольное бинарное отноше­
ние, то верны формулы:

рДй = (б X А) П р, Двр = (А х В) П р, ДврД3 = (В х В) П Р- (8)
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Полное тождественное преобразование Ад является двухсторонне, 
единицей ЭД (Ах А). Пусть Т — некоторая симметричная подполугруппа 
не содержащая Ад. Если Т имеет левую (правую) единицу, то она- 
будучи идемпотентным элементом ®(ЛхЛ), является некоторым ча­
стичным тождественным преобразованием Ад, где В cz А. В силу сим­
метричности Т и того, что А-1 = Дв, отсюда следует, что Ав будет 
двухсторонней единицей в Т. Пользуясь (8), получаем для всех ДД 
t-cz В х В, что означает, что Т можно рассматривать как симметричную 
подполугруппу полугруппы ® (В х В), содержащую полное тожде­
ственное преобразование.

Пусть Т — произвольная симметричная подполугруппа в ЭД(А X А), 
содержащая единицу Ав. Тогда обратимые слева элементы Т будут 
преобразованиями, определенными на В, т. е. рг^ = В, а обратимые 
справа будут преобразованиями, переводящими подмножество, на ко­
тором они определены, в В, т. е. рг^р. = В. Они будут определяться 
соответственно формулами

= дз, тт-1 = Ав. (9)

Подгруппа двухсторонне обратимых элементов Т будет состоять 
из всех входящих в Т преобразований множества В на самого себя. 
В частности, подгруппа обратимых элементов из ЭД (А х А) будет яв­
ляться группой © (А х А) всех взаимно-однозначных полных преобра­
зований множества А, т. е. его отображений на себя.

Пусть Г сЭД(А х А) - произвольное множество частичных пре­
образований в А. Множество ДДАВ, состоящее из всех преобразова­
ний вида АвтДв, где х^Т, а В cz А — некоторое фиксированное под­
множество, называется двухсторонним ограничением Т относительно 
подмножества В. В силу (8), очевидно, АВТАВ cz$Jl(Bx В). Множество Т 
называется полным, если оно не совпадает ни с каким своим двух­
сторонним ограничением относительно собственного подмножества В.

Назовем множество Т мажорантно мультипликативно замкнутым, 
если произведение любых двух преобразований из Т включается в 
некоторое преобразование из Т, причем само оно может и не при­
надлежать Т. Из формул

— Ад^А^А^ cz ДдТ^А^, (ДвтДв) 1 = Адт 1AB Q0) 

мы получаем, что мажорантно мультипликативная замкнутость, так же 
как и симметричность Т, являются свойствами, сохраняющимися при 
любом двухстороннем ограничении Т. В противоположность этому 
мультипликативная замкнутость Т, т. е. то, что Т — подполугруппа, 
может не сохраниться при двухстороннем ограничении Т.

Теорема. Двухсторонним ограничением группы ® (А х А) отно­
сительно подмножества В с А, равномощного его дополнению 
В' = А\ В, является полугруппа ЭД(В х В).

Доказательство. Пусть ОЕЭД(ВхВ). Рассмотрим подмноже­
ства prfi = В "хрг^ и prfi = В \рг2Ч, различая два случая:

Первый случай, prfi и prfi имеют одинаковую мощность (это 
всегда будет, если В конечное множество). Очевидно, что существуют 
такие частичные преобразования у € ЭД (А X А), а € ЭД (А х А), что рг^=В, 
рггу^ — В', рг^ — ргД, pr2s — prfi. Нетрудно доказать, что объедине­
ние 6 U /А^е- (J ах-1 U А^е) будет преобразованием из (5 (А х А), двух­
стороннее ограничение которого относительно В совпадает с данным 
преобразованием 9.

Второй случай, prfi и prfi имеют различную мощность. Пред­
положим, что мощность prfi больше мощности pr.fi. В противополож­
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ном случае мы вместо 0 будем рассматривать 0-1 и, доказав, что О-1 
является двухсторонним ограничением некоторого преобразования из 
®(А X А), согласно второй из формул (10), докажем, что тем же свой­
ством обладает и само 0. Так как теперь В обязательно бесконечно, 
то мы можем разбить В' на счетное множество подмножеств Bi (i= 1,2,...), 
равномощных множеству В. Очевидно, что существуют частичные пре­
образования у; € ЭД (А х А), а С ЭД (А х А) такие, что pr^t = В; рг2^ = Bi, 
pr^ cz prfi, pr2s = pr2W.

Можно доказать, что объединение

® U XiA^e- U 3Хг 1U и

U ( U^Xf-1-iXi (^n(eUo)’)) U (

где —множество всех натуральных чисел и pt\ (6 U °)' = 
= В \(рг^ ^рг^, будет преобразованием из® (Ах А), двухстороннее 
ограничение которого относительно В совпадает с данным преобразо­
ванием 9. Таким образом получаем, что ЭД (В х В) ст Дв ® (А х А)Дв; 
с другой стороны, очевидно, что Дв ® (А х А) Дв с ЭД (В х В), откуда 
Дв S (А х А) Дв = ЭД (В X В), и, следовательно, теорема доказана.
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