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В совместных работах автора и И. М. Гельфанда (2~5)*  были опи­
саны и подробно исследованы так называемые основные и дополни­
тельные серии неприводимых унитарных представлений комплексных 
классических групп. Для случая комплексной унимодулярной группы 
второго порядка в одной из этих работ (2) было доказано, что пред­
ставлениями основной и дополнительной серий исчерпываются все 
(с точностью до эквивалентности) неприводимые унитарные представле­
ния этой группы.

* В данной заметке используются терминология и результаты этих работ.

Вопрос о том, остается ли это предложение справедливым для 
любой классической группы, до сих пор оставался открытым. Он был 
решен в положительном смысле для представлений комплексной уни­
модулярной группы, содержащих единичное представление унитарной 
подгруппы (6). Доказательство этого результата было проведено там 
методом, существенно отличным от доказательства в (2) и основан­
ным на изучении максимальных идеалов некоторого коммутативного 
кольца.

В этой заметке дается полное решение сформулированного выше 
вопроса для любой комплексной классической группы. Излагаемые 
ниже основные идеи доказательства состоят в комбинировании видо­
измененных и обобщенных методов статей (2, 5) с некоторыми новыми 
результатами алгебраического характера и с некоторыми новыми 
оценками нормы в групповом кольце.

Таким образом, имеет место следующая теорема:
Всякое неприводимое унитарное представление комплексной 

классической группы эквивалентно одному из ее представлений 
основной или дополнительной серии.

Для простоты и краткости изложения мы ограничимся случаем 
комплексной унимодулярной группы, которую обозначим через @, 
хотя все рассуждения носят общий характер.

1. Представление с (и). Пусть Ts — неприводимое унитарное 
представление группы ®. Обозначим через 31 подгруппу всех унитар­
ных матриц и 6 @, а через Г — подгруппу всех диагональных матриц 
7 €31. Тогда Ти — унитарное представление группы 51; в силу компакт­
ности последней оно разлагается в прямую сумму ее неприводимых 
представлений, которые все конечномерны. Как известно (см., напри­
мер, (J)), каждое такое представление описывается при помощи неко­
торого характера у (7) группы Г, который называется весом пред­
ставления. Отсюда вытекает, что эти представления можно задать при 
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помощи целых чисел тъ т2,.. ., mr—t таких, что тг т2 • • • 
• •Шг-i^-O, где г — размерность представления. Поэтому веса 
неприводимых представлений группы 21, встречающихся в разложении 
представления Ти, можно расположить в лексикографическом порядке. 
Тогда среди этих представлений будет представление с наинизшим 
весом, которое мы обозначим через с (и). Вес представления с (н) 
обозначим через у (у), а его размерность через г.

I. Представление с (и) встречается только один раз в разложе­
нии представления Ти на неприводимые.

2. Кольцо Ro. Обозначим через R групповое кольцо группы @, 
а через Ro—совокупность всех функций х (g) £ R вида

Г
* (g) = х (иГ*  8И2) = Г2 2 ^РЧ (£) ^1 (nJ cql (и2),

* По поводу обозначений S, р {§) см. §§

Р. q=l

где е— диагональная матрица с положительными диагональными эле­
ментами еи е2>..., гг и et®, a (cpq (и)) — матрица оператора с (и) в не­
котором базисе. Совокупность всех матриц s обозначим через Е.

II. Множество R„ есть подкольцо (без единицы) кольца R. При 
надлежащей нормировке инвариантных мер dp (г), dp(g) 

i ' г

Р' pt //=]
где

“(е) = 2 SX (2)^<p<q<r

3. Функции В (8). Положим  для х (g) € Ro*

вр/ (5) = ₽“ '1 (8) $ х («Г1 3:н2) ср1 («J cql («2) dp (mJ rfu (и2) dp (Q; (3)

матрицу с элементами Вдр (8) обозначим через В (8).
III. Матрица В (8) перестановочна с с (g) и В (у8) = с (у) В (8) = 

= В (8) с (?).
IV. Соответствие х (g) —>В(8) обладает следующими свойствами-
1) если x(g)~^B(8), то х  (g) -» (В (8-1))‘;*
2) если х^^ВР®, x2(g)-^^(8), то Kx^g)+\x2(g)-+ 

“  В 1' (8)+Х2 В(2) (8) и j Xi (gl) х2 (ggT1) dp (gl) ->J Bw (8') B{2) (88/-1) dp (8').* *

4. Кольца Ro и 23. Выберем ортонормальный базис еь ег,..., er 
в пространстве представления с (и) так, чтобы все матрицы с(^) были 
диагональны; это возможно, ибо матрицы с (7) перестановочны между 
собой. Тогда базисные векторы ех, е2,..., ег будут весовыми векто­
рами представления с (и). Пусть е, — вектор старшего веса; этот вес 
есть, по определению вес у (у) представления с (и). Вес у (у) отличен 
от весов у2 (у),..., у, (у) всех прочих базисных векторов е2, ..., ег, ибо, 
как известно, в пространстве неприводимого представления с (и) есть 
(с точностью до числового множителя) только один вектор старшего 
веса. Из этого обстоятельства и из III вытекает, что Blq (8) = Вв. (8) = О 
при p=R I, q=R 1. ' '

Обозначим через 23 совокупность всех функций Вц (е). Из преды­
дущего замечания и из IV заключаем:
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V. Соответствие х (g) —>ВИ (г) обладает следующими свойст­
вами:

1) если x(g)->Bn (е), то х'
2) если х (g)Вуу (г), x2(g)-^B^(s), то щ Ху (g) + к2 х2 (g) -> 

-> >-1 В^ (s) + к2 В^ (г), J Ху (gг) х2 (ggf1) dp (gy) -> J 5# (s') В^ (ее'-1)^ (е').
При таком определении действий 25 есть коммутативное кольцо 

с инволюцией.
5. Группа So. Обозначим через S совокупность всех матриц s, 

осуществляющих подстановку единичных векторов е2,..., ег. Если 
у€Г, то и Обозначим далее через So совокупность всех
матриц s€S таких, что у (s-17s) = у (т) для всех 76 Г. Очевидно, 
So — подгруппа группы S.

Обозначим через /?о совокупность всех функций x(g)tR} таких, 
что Bpq (о) = 0, если ур (s-1 es) =R у (е) или у (s-1 ss) =R у (е) ни при каком 
s€S'.

VI. R» — коммутативное подкольцо кольца R„ (а следователь­
но, и R), изоморфное кольцу 23.

VII. Функции Вп(е)е25 удовлетворяют условию By1(s~1&s) = 
= Вуу (в) для всех s € So.

6. Кольцо 25'. Обозначим через 25' совокупность функций (е), 
непрерывно дифференцируемых до 2 (г — 1) (г — 2)-го порядка вклю­
чительно, равных нулю вне некоторого компактного множества (своего 
для каждой функции) и удовлетворяющих условию 9 (s-1 ss) = <р (е) 
для всех s € So.

VIII. Множество 25' есть подкольцо кольца 25. Если с? € $8', то 
соответствующая функция х (g) € вычисляется по формуле 
х (йў1 еи2) — с ) Ly (s') cn (t/j Uy) Cyy (v2 u2) dvlt где с — некоторая посто­
янная, и1в = в'С‘П2 и где L — дифференциальный оператор, опреде­
ленный в (4) (§ 2о).

7. Функционал F(x). Положим, что для x(g)£R F (х) = 
— \x(g) (Tg1 elt Су) dp (g). Тогда F (%) — положительный функционал 
в R, полностью определяющий (с точностью до эквивалентности) 
представление Tg.

IX. Для всякой функции x(g)QR существует функция х (g) € 25 
такая, что F(x) = F(x).

Здесь существенно используется, что с (и) — представление с наи- 
низшим весом, содержащееся в Ти.

В силу IX наша задача сводится к нахождению положительных 
функционалов F(x) в кольце 25 (к которому следует присоединить 
единицу).

8. Связь с максимальными идеалами кольца 25. Обо­
значим через 25 кольцо 23 с формально присоединенной единицей, так 
что 25 — максимальный идеал в Й. Пользуясь предложением IX, мож­
но доказать, что:

X. Представление Tg порождает максимальный симметрический 
идеал в 25, отличный от 25. Два таких представления Tg, Tg, поро­
ждающие один и тот же максимальный идеал в 25, эквивалентны.

Пользуясь предложением VIII, можно доказать (см. подробное 
рассуждение по аналогичному поводу в (2)), что всякий максимальный 
идеал в 25 определяется некоторой функцией у (в) = в^1 ... erPr, где
р р2...... рл —комплексные числа, пронормированные условием рх-|-р2+ • • • 
... +рг = 0. Две такие функции у^в) и у2(е) определяют один и тот 
же максимальный идеал тогда и только тогда, когда у2 (е) = 
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— / (s 1es), где s€S0- Условие симметричности максимального идеала 
накладывает дополнительные ограничения на числа pv р2,..., рЛ. Если, 
например, So — {е}> то все эти числа должны быть действительными, 
и наш максимальный идеал совпадает с максимальным идеалом, поро­
жденным некоторым представлением основной серии; следовательно, 
в этом случае представление Tg эквивалентно представлению основ­
ной серии. При So =^= {е} числа рг р2,..., рг могут быть и комплексными. 
В случае действительных чисел рг р2,..., рг представление Z попреж- 
нему эквивалентно одному из представлений основной серии. Если 
же некоторые или все числа р, р2,..., рг комплексны, то условие сим­
метрии и положительности соответствующего функционала F(x) 
в кольце R накладывает ограничения на эти числа, из которых выте­
кает, что представление Tg эквивалентно одному из представлений 
дополнительной или основной вырожденной серии. Этим завершается 
доказательство основной теоремы, сформулированной в начале заметки.

Обозначим через Г совокупность всех матриц и € 2(, для которых 
ех есть собственный вектор оператора с (и). Очевидно, Г с Г. Если 
Г = Г, то представление Tg будет невырожденным; в противном слу­
чае Tg — вырожденное представление.

Поступило 
9 IV' 1952

ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА

1 Г. Вейль, Классические группы, их инварианты и представления, М., [94/.
2 И. М. Гельфанд и М. А. Н а й м а р к, Изв. АН СССР, сер. матем., П, 411
(194 7). 3 И. М. Г е л ь ф а н д и М. А. Н а й м а р к, Изв. АН СССР, сер. матем.,
12 , 445 (1948). 4 И. М. Гельфанд и М. А. Наймарк, Тр. Матем. ин-та им.
В . А. Стеклова, 36 (1950). 5 И. М. Г е л ь ф а н д и М. А. Наймарк, Тр. Мо-
сковск. матем. об-ва, 1 (1951). 6 М. А. Наймарк, Усп. матем. наук, 3, в 52
(1948).

886


