
Доклады Академии Наук СССР
1952. Том LXXX1V, № 5

МАТЕМАТИКА

Л. И. КОЛБИНА

НЕКОТОРЫЕ ЭКСТРЕМАЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ 
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в КОНФОРМНОМ

(Представлено академиком В. И. Смирновым 14 IV 1952)

В настоящей заметке методом вариаций исследован ряд экстремаль­
ных вопросов.

1. Теорема 1. При заданных конечных различных ах и а2 мак­
симум величины J = |/1“ (0)-f'/ (0) | (а>0, ₽>0) относительно 
всевозможных систем функций fk^f, fk(0) = ak (k = 1, 2), регуляр­
ных в | С К 1 и однолистно отображающих ) С | < 1 на не налегаю­
щие друг на друга области Ву и В2, достигается для функций, 
отображающих |С|<1 на области, в совокупности целиком покры­
вающие плоскость, причем Jo = | aY — а„1 а+р, где

=
4«+₽а«р₽ Га-Гр |2^ 
а —р а+е Г7+ Гр I (Ла = 1).

Доказательство. Пользуясь теоремой Г. М. Г олузина (^, можно 
получить варьированные функции, зависящие от малого комплексного 
параметра h:

^Вк, k = 1, 2); (1)

іад-м !!(/№)-«,)

fk (Q = fk (Q + A ~h V'2(Q " \ +

H(A(Q-«J
+ (Q + О С A 12) ^=1,2). (2)

Wk r0) 1 — ^0<»

Функции fk (С) также принадлежат к рассматриваемому семейству 
функций. Пользуясь теоремой Кёбе, получим \fk (0) | < 4 | ах — а2 | 
(А = 1, 2), и существование экстремальных функций следует из нор­
мальности рассматриваемого семейства функций. Исходя из формулы (1) 
и произвольности arg h, можно доказать, что область Bt + В2 не имеет 
внешних точек. Используя формулу (2) и произвольность arg h, полу­
чаем дифференциальные уравнения для экстремальных функций:
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а'-а* + т ахпД- + = 0 fz = Л (Q, т = —\at — z * at— г t 2-z1 \ J1 ' л 1 а/

Дг —gi I (* — «1) (г — Дг) 

«2 — z ' ?2 г'2
(г=ЛК).

Пусть а р. Случай а — р сводится к задаче, поставленной и впер­
вые решенной М. А. Лаврентьевым (2), а также Г. М. Голузиным (3). 
Из вида дифференциальных уравнений заключаем, что одна из обла­
стей будет ограниченной с аналитической границей, исключая точку 

, а* — «z = > другая является дополнением первой до всей плоскости
и имеет разрез по аналитической кривой от z' до оо. Точка z' будет 
кратной точкой границы, причем исходящие из нее граничные кривые 
пересекаются под углами 2ir/3. Интегрируя дифференциальные урав­
нения и определяя произвольные постоянные, найдем экстремальные 
функции, неявно определяемые уравнениями:

/Кг" + Кау г 
£ ~ Vz- - Va \Kz* + V ах)

где z* = (Q — а2) (1 — т) + т («і — а2), а = — а2, а вещественное;

е'“2 __ Vz» + У а
Vz” — Уа

’Уг”—У8а \Та
Уг^+У8а) ’

где z" = (8 — 1) (/„ (Q — a2) 4- (ar — a2), a2 вещественное.
Под У z* и У z" понимаем те ветви функций, для которых при 

С = 0 выражения У z* — У а и У z** — У а равны нулю. Отсюда най­
дем f[ (0) и f'2 (0), а следовательно, и Jo. П. П. Куфарев и А. Э. Фа­
лес исследовали аналогичную задачу для функций, отображающих 
единичный круг на не налегающие друг на друга области, лежащие 
в единичном круге (4).

2. Рассмотрим теперь задачу на относительный экстремум. Для 
функций J\ (Q и /2 (Q, удовлетворяющих условиям теоремы 1, ищем 
максимум J = 1/х (0)-/г (0) j при заданном |/j (0) | = | Cj |.

Как и при доказательстве теоремы 1, существование экстремальных 
функций очевидно. Далее, используя формулу

П (ДЮ-а,)
^(Q=A(Q + A ^Ап

п=1
znQBk (п= 1,2; k = 1,2), (І')

докажем отсутствие точек, внешних одновременно областям Вх и В2 
Для решения нашей экстремальной задачи рассматриваем вспомогатель­
ную задачу: ищем максимум J при |/і (0) — cj -С г, г>0. Используя 
формулу (2) и лемму Г. М. Голузина (5), найдем дифференциальные 
уравнения для экстремальных функций. Эти функции будут зависеть 
от г. Пусть г пробегает последовательность значений гп -» 0, п=1, 2,... ; 
соответствующие экстремальные функции /л,й(С) образуют нормальное 
семейство, и поэтому можно выбрать последовательность гп так, что 
соответствующие функции/«, *(Q сходятся в |С|<1 к некоторой регу­
лярной функции /о, * G) (^=1, 2).
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Легко доказывается, что эти функции дают решение первоначально 
поставленной экстремальной задачи. Они удовлетворяют дифферен­
циальным уравнениям, полученным из предыдущих предельным пере­
ходом;

Л, —— й, . л,—---- ? Д-ц. -Д---- L
аг — z ' г а2 — z

+ (г~^~^ = 0 (г =AW, 
S *

«1 — «2 | «2— , (z — «J (z — а2)
а2 — z a2 — z + ^z"1 (* =/2 (Q),

где у. и [i, — произвольные вещественные постоянные. Удается дока­
зать, что Ні=1/й и 0<Сц<оо. Интегрируя эти уравнения и определяя 
постоянные, полученные при интегрировании, находим далее Д (0) и 
/2(0), а следовательно, и Jo:

1
_ 42[х | 1—
“ 11 - и 2 I 1 + ИГ I (0 < ц < ос),

и [1 определяется из условия:

11 _ 1 I 1 I1' _ 4 I gt — д2 j
' ! ' I 1 — Гц I I Cl I

Легко доказать, что это уравнение при 4 ' '•> 1 имеет един­
ственный корень в промежутке 0<ц<ео. Отметим еще, что в слу­
чае ц =f= 1 (| сх | |— а21) одна из экстремальных областей будет
ограниченной, причем при 1^101^ — «21 ограниченной будет Л2, 
а при IqIOgj — а2| ограниченной будет By. В случае | сг | = | ау—а21 
By и В2 являются полуплоскостями. Этот случай соответствует задаче 
на абсолютный экстремум.

3. Поставим теперь следующую задачу: при заданном конечном а, 
отличном от нуля, ищется максимум Jo величины

(0) 
/з^)

(а>0, ?>0, т>0)

относительно всевозможных систем функций fk (Q (£ = 1, 2, 3) таких, 
что fy (С) и /2(Q регулярны в | С | < 1, а /3 (С) регулярна, исключая 
простой полюс С = оо, в |С|)>1, причем эти функции однолистно 
отображают первые две |С|<1, а третья |С)>1 на не налегающие 
друг на друга области Ви (& = 1, 2, 3), содержащие, соответственно, 
точки а, 0, оо, так, что fy (0) = a, f2 (0) = 0, /3 (оо) = ©о.

Теорема 2. Для указанной задачи максимум достигается для 
з _

функций, для которых область у Ви целиком покрывает плоскость, 
Л=1

причем
1 — Л I „ |a+P—г 

где

Q = (а - ^ + т + 2 + 3 - Т + 2 (а2 + З2 +

- 2а? - 2а? - 2?Т)‘/2 (а+З+т—2 К «3—2K«Y+2 V Зг)
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Доказательство этой теоремы аналогично доказательству теоремы 1.
Отметим, что при а = р = 7=1 Дш = 64/ 81 ]/з~. Этот результат 

получен Г. М. Голузиным (3).
Поступило 
28 Ш 1952
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