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МАТЕМАТИКА

М. М. ВАЙНБЕРГ

О НЕПОДВИЖНЫХ НАПРАВЛЕНИЯХ ПРОИЗВЕДЕНИЯ 
НЕКОТОРЫХ ОПЕРАТОРОВ

(Представлено академиком С. Л. Соболевым 24 IV 1952)

1°. В настоящей заметке вариационным методом устанавливается 
существование неподвижных направлений у операторов вида BF (х), 
где В есть самосопряженный вполне непрерывный оператор, действую­
щий в вещественном гильбертовом пространстве И, а F есть задан­
ный в Н потенциальный оператор. Оператор, действующий из банахова 
пространства Е в сопряженное пространство Е, называется потенци­
альным (12), если он является градиентом некоторого функционала, 
заданного в Е. Если в некоторой односвязной области оператор F (х) 
имеет слабый (в смысле Гато) линейный дифференциал DF (х, h), то 
можно показать, что для потенциальности F (х) необходимо и доста­
точно, чтобы для произвольных hlt Е

(DF(x, hj), h2) = (E)F(x, h^, h-^.

Говорят, что х^Е есть элемент с неподвижным направлением 
оператора Т, если

7х0 = рх0, ко II > 0, | и | > 0.

Элемент с неподвижным направлением есть собственный элемент 
оператора Т, если Т оставляет инвариантнымгнулевой элемент про­
странства, т. е. если Г0 = 6.

Следует отметить, что не всякий собственный элемент оператора 
Т есть элемент с неподвижным направлением, так как собственный 
элемент определяется лишь условием

7х0 = |ix0, || х01| 0.

2°. Теорема 1. Пусть выполнены условия:
1. F(x) есть потенциальный оператор, непрерывный и ограни­

ченный в любом шаре || х || < г вещественного гильбертова простран­
ства Н.

2. (Л (х), х) а (х, х)т, а > 0, у > 0.
3. В есть самосопряженный вполне непрерывный оператор в Н, 

который имеет конечное число положительных и произвольное 
число отрицательных собственных значений Х2, ... (0 < | к* | 
<1^+11).

Тогда имеют место следующие утверждения:
а) Оператор BF^x) имеет множество элементов с неподвижным 

направлением W, причем мощность W не менее, чем счетна.
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б) Из W можно выделить последовательность элементов, нор-, 
мы которых неограниченно возрастают.

в) Из множества W можно выделить последовательность эле­
ментов, нормы которых убывают к нулю.

г) Каждый элемент из IF преобразуется оператором BF в эле­
мент того же луча, т. е., если хй € W, то

BFM = ^x0, (1}
где

д) Если В имеет конечное число собственных значений, то мощ­
ность множества W не меньше континуума.

е) Если оператор В имеет собственные значения лишь одного 
знака, то требование ограниченности F является лишним. В этом 
случае, если отказаться от условия 2, то можно утверждать, 
что уравнение (1) имеет не менее счетного числа геометрически 
различных решений, отвечающих действительным значениям пара­
метра [1. Если F(6) = 0, то из этих решений (собственных элемен­
тов) можно выделить последовательность решений, нормы кото­
рых убывают к нулю.

Из данной теоремы, как частный случай, следует результат рабо­
ты (9), где впервые вариационным методом было доказано существова­
ние собственных функций у нелинейного интегрального уравнения

уи (х) = \ К (х, у) g (и (у\ у) dy 
D (2)

с непозитивным ядром К(х, ў).
Затем из данной теоремы следует теорема 8 работы М. Голом­

ба (14), теорема Л. Лихтенштейна (15) об уравнении (2), теорема 2 ра­
боты (13) и некоторые другие теоремы, установленные автором для 
уравнения (2).

Идея доказательства сформулированной здесь теоремы та же, что 
в работе (9). Отличие состоит лишь в деталях выкладок. Например, 
вместо семейства функций, рассмотренного в работе (9), мы здесь рас­
сматриваем корень квадратный из абсолютного значения оператора 

оператор

Ах = 2 (е^ = sgn \k)

(Xk — собственные векторы оператора В, отвечающие собственным зна­
чениям X*), которые вполне непрерывны, причем

АВу, = В^А = В, 

и пользуемся следующим свойством градиента функционала: если 
grad/(x) = F(x), то для всякого самосопряженного оператора А, дей­
ствующего в Н,

grad f(Ax) = AF(Ax).

3°. Основой дальнейшего исследования вопроса о неподвижных 
направлениях оператора BF служит теория, созданная Л. А. Люстер- 
ником f1) и развитая в работах В. И. Соболева (3), Э. С. Цитланадзе 
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(s'8) и Л. А. Люстерника (2). К этим работам примыкает и работа 
автора (10^.

Теорема 2. Пусть выполнены условия:
1. F(x) есть непрерывный потенциальный оператор, заданный 

в вещественном гильбертовом пространстве Н.
2. F{—x) = — F(x) и при ||х||>0 (F (х), х)>0.
3. В есть положительный самосопряженный вполне непрерыв­

ный оператор в И.
Тогда уравнение

ух = BF (%), х € Н,

при всяком с>0 имеет не менее счетного числа попарно линейно 
независимых собственных элементов, представимых в виде

°°
Ф» = 2 T^Xk' W € Z2’ ^ = 1,2,..

ft=i у Kk

где И ijW II = c; Xk, 'кь — собственные векторы и числа оператора В. 
Эти собственные элементы оператора BF соответствуют собствен­
ным значениям, представимым в виде

причем образуют убывающую последовательность, сходящуюся 
к нулю.

Из данной теоремы, как частный случай, следует теорема для не­
линейных интегральных уравнений, впервые установленная В. И. Со­
болевым (4), а также теорема 3 работы (10).

Для доказательства сформулированной теоремы мы рассматриваем 
оператор

А=1 у

который действует из /2 в Н, пользуемся теоремой 2 работы (10) и 
следующим свойством градиента функционала: 'если grad/(x) = В(х), 
% € Н, то

grad/(5*4) = Ф (?) = (ФЛ Ф2Е,...), 
где

Ф^ = -^(хц F(B^.
У А1

Отметим еще, что данная теорема 2 переносится на некоторые (не 
гильбертовы) специальные пространства (ср. (п), теорема 2).

Поступило 
22 IV 1952
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