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МЕХАНИКА

М. Ф. ШУЛЬГИН

ТЕОРЕМА ПУАССОНА ДЛЯ УРАВНЕНИЙ ДИНАМИКИ 
С МНОЖИТЕЛЯМИ СВЯЗЕЙ

(Представлено академиком А. И. Некрасовым 25 III 1952)

Г. К. Суслов (J) построил уравнение в частных производных и рас­
пространил метод полного интеграла Гамильтона — Якоби на случай 
уравнений динамики голономных консервативных систем с множителями 
связей. Другие теории (теорема Пуассона и др.), относящиеся к интегри­
рованию уравнений динамики с множителями связей, не получили раз­
вития даже для голономных систем из-за трудностей, которые возни­
кают вследствие наличия в уравнениях движения неопределенных 
множителей. В настоящей заметке мы показываем, что к уравнениям 
динамики с множителями связей для голономных консервативных 
систем применима классическая теорема Пуассона.

1. Пусть связи, наложенные на консервативную динамическую 
систему, положение которой определяется координатами q2,..., qn, 
заданы т конечными уравнениями вида

/«(^і, ?2,. • • Лл) = 0 (а = 1, 2,...,/п) (1)

или им равносильными непроинтегрированными уравнениями вида
п

q^= B^q^ (н = 1, 2,..., т), (2)

где ВЧц — данные функции qu q2,..., qn. Вследствие интегрируемости 
уравнений (2) В^ тождественно удовлетворяют соотношениям

 ^^ру । VI (р дВуу р __р / о \  р (р \ _ л 
dqp_____________________________ дЧі) — Вр(В^_________ —0 (3) 

(р, у = т + 1,..., п, р = 1, 2,..., т);

д т дздесь оператор Ер = + 2 Врі введен для сокращения.

Тогда уравнения движения рассматриваемой механической системы, 
содержащие неопределенные множители X, могут быть записаны в виде:

41=^ u'i = —(7 = 1.2, ... ,w; t = 1,2,... , m);

«₽ = — — 2 Xi Bpi (p = ^ + 1,. . ., л),
₽
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где

(Л ?i, • • • > 7'6 «1» • • • > ««) = 2 11J Qi — \ ?i> •••> 4n\Qif" > Qn), Uj= -^-.
j=l ’

У равнения (4) рассматриваются совместно с уравнениями связей (2), 
которые можно переписать так:

^=2^(‘ = 1-2...........................................(5)
v=m4-l

Прежде чем перейти к доказательству теоремы Пуассона для 
уравнений (4), установим некоторые соотношения, которые понадобятся 
в дальнейшем.

2. В силу уравнений (5) п импульсов Uj (J = 1, 2,..., п) связаны 
между собою т условиями; следовательно, независимых и, будет 
только п — пг.

Обозначая через L результат исключения 7Ъ q2,...,qm из выраже­
ния Lo через посредство уравнения (2), получим

дчр dqt 
или

Pp = up + ^BpiUi (p = m + l,...,n), (6)
i=J

где через рр= dL / dqp обозначены независимые между собою импульсы. 
Далее, рассматривая Но как результат исключения импульсов п

Рр (р = tn + 1,..., п) из функции H^q^... ,qn;pm+i,..., рп) = У pPqp — 
p=m+I

— L (t;qv..., qn\qm^\,... ,qn) через посредство уравнений (6), получим

дН, дН Д дн о / 1 о /7\317 = » = m + (7)
₽ '₽ ' ₽=т+1 ₽

Отсюда ясно, что соотношения (5), которые могут быть получены 
и из (7), представляют собою тождества.

Пусть <р есть произвольная функция от t, qlt q2,..., qn, Pm+i, • • • , Pn, 
причем переменные qv q2,..., qn связаны уравнениями (2).

Обозначая через <р0 результат исключения рт+ъ рт+ъ • • • > Рп из 
выражения ср через посредство уравнений (6), аналогично предыдущему 
получим

= У (Р = т + 1,2,..., т);ди. др' ди, ZJ 9 др„ vr 1 ’

отсюда

Й*= S B°'W (8)
‘ ₽=т+1 ₽

Соотношения (8), существующие для любой функции <ро 
которой переменные qj (j = 1, 2,..., п) связаны уравнениями (1) или (2), 
позволяют доказать для уравнений движения с множителями связей (4) 
теорему Пуассона. 
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Действительно, положим, что нам известны два интеграла си­
стемы (4):

? (^;“/) = сі, Ф(^;ўл“7) = С2 0 = 1,2,...,») (9)
(далее у ср и ф значок нуль за ненадобностью опущен). Докажем, что 
соотношение

const\dq/dut du/dqtJ

также служит интегралом уравнений (4).
Для доказательства этой теоремы составим производную по t 

выражения (ср, ф) и убедимся, что она равна нулю; имеем

d (<р, Ф) _ уп дф . дф d д'?   d дф   дф d д^\ /.q,
dt 22 dq/dt du/ du/dt dqt du/dt dqt dqtdt du/)‘ '

i=l 4

Но так как <p и ф являются интегралами системы (4), то ср и ф, если 
принять во внимание эти уравнения, тождественно равны нулю, и тогда, 
имея в виду соотношения (8), мы получим

d<f . у /д<р dHQ dt? дНв\ „ дф . /дф дН0  дф дНв — q ,..,
dt ' 2j [dq; dt,/ dut dqi) ’ dt ZJ \dqt dut du/ dqj * v ’ 

i=l 4 z i=l

Дифференцируя эти два равенства по q, и Uj 0 = 1,2,...,»), 
получим

d^ 1 v ( дН° 4- а<р дЧ1° — _Лн±2\ _ о
dtdq, ZAdq/dq, du, 1 dq/du/dq/ du/dq, dqt dU/dq/dq,

1 J (12)
йа<р ! 4л / d2<p dHB . d<? d2HB_____ д~<? dHB___dp d2H0 \ _

dldtij \ duj dui dqiduidUj du/duj dqt duidqlduj J

0=1,2,...,»)

и два аналогичных уравнения для функции ф. 
d d да?

Кроме того, вычисляя величины и at ди/ 

во внимание уравнения (4) и соотношения (8), мы

принимая при этом 
имеем

d а? _ й2<р . Л / д2ф dH0 _ d2? dH^ у
dt' dq} ~ d4jdt + 2j \dqjdqt dUi dqjdu^qJ d4j du4

d dv _ d^ , дИ» - d^dHoX (,-= ] 9, .. . , «).
dt dUj “ dUj dt 2-1 \duj dqt dut duj dut dqt J

На основании этих соотношений мы можем переписать ( 12) так

£ _ V д2Н« А

dt dq/ 2j [ du/ dq/ dqj dqt du/ dq} J 
/=1

+ 2l 2j dq, du^Kv-' 
ц=1 у=т-р1

d d«? 
dt duj

" (d<9 d2H0 _ d<p d*HB \ 
І [du, dq/ du - dq/du/dtijj 
i=l

0= l,2,...,n)
(13)

и два аналогичных равенства для функции ф (которые для простоты 
не написаны).
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Подставляя в уравнение (10) вместо 4-^-, и - —
J1 v 7 dt dqi' dt dut ’ dt dqt и dt dut

найденные их значения, имеем после простых преобразований соот­
ношение:

d (ф, Ф)    V V 'dф dtp   dtp дф \ dB^ 
dt “ 2j Zj 2л [du,ди du,duJ dq •*’

J=1 H=1 ^=m+l 1 1 ' J

или, разбивая сумму no j на две суммы:
, . , тп т п . ~ т)

d (ф, Ф) _ yi yi Xi Сdф dtp _  dtp dф \ doV|x 
dt 2л 2л 2л \диадич duadu2 dqa и

а=1 ц=1 v—m+1 '

\ i vi vi / dф dtp  dtp dtp 
2л 2л 2л (du du^ du du

— 1 1 >> -1 m 1

dtp dф\ dB^ 
. 'J <4

dtp 
ди„

Заменяя в правой части полученного равенства ~ и 

(a = 1, 2,..., т) их выражениями из (8) if для ~ имеем аналогичное 

соотношение , получим:

d (ф, ф) _ vi v дФ\ р I п п —
dt ~ 2л 2d \duoduv du^uj^^^’^ — 

р, v=m+l ц=1 4 ₽ ₽ '

п m
= 5 (В)

Р, v=m+l |х=1 ₽ v

Отсюда в силу условий (3), 
ний (2), получим

выражающих интегрируемость уравне-

Tt (?- Ю = о-

и, следовательно, (tp, ф) — const, что и требовалось доказать.
Из равенства (14) следует, между прочим, что для неголономных 

систем установленная здесь теорема Пуассона не имеет места.
Таким образом, к уравнениям движения с множителями связей (для 

голономных консервативных систем) применим метод интегрирования, 
основанный на последовательном применении теоремы Пуассона.
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