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ПРЕДИСЛОВИЕ 

 

Данное пособие посвящено анализу линейных непрерывных сис-
тем управления и предназначено для подготовки студентов дневной  

и заочной форм обучения по специальности «Системы управления ин-

формацией» в рамках учебной программы по предмету «Теория авто-
матического управления». Структурно пособие разбито на десять глав, 
каждая из которых представляет собой отдельное занятие с необходи-

мыми теоретическими сведениями, примерами решения задач и зада-
ниями для самостоятельного решения. Прежде, чем приступить к ре-
шению задач, рекомендуется изучить теоретическую часть занятия для 
понимания принципов, и разобрать примеры решения. Также для бы-

строго усвоения материала пособия предлагается повторить материал 
и обладать достаточной компетенцией по таким предметам, как «Выс-
шая математика», «Специальные математические методы и функции», 

«Теория электрических цепей». 

Стоит отметить, что пособие содержит достаточный, но не ис-
черпывающий уровень материала для подготовки. Поэтому следует 
для более углубленной проработки материала обратиться к использо-
ванной при составлении пособия литературе.  
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ГЛАВА 1. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ НЕЛИНЕЙНЫХ 

ФУНКЦИЙ К ЛИНЕЙНОМУ ВИДУ В ОКРЕСТНОСТЯХ 

НОМИНАЛЬНЫХ РЕЖИМОВ  

1.1. Теоретические сведения 

Подавляющее большинство реальных элементов имеют нелиней-

ные характеристики и, следовательно, описываются нелинейными диф-

ференциальными уравнениями. Однако многие нелинейные элементы 

можно линеаризовать, т. е. заменить нелинейные уравнения элемента 
приближенными линейными. Это позволяет для анализа и синтеза сис-
тем управления использовать методы теории линейных систем, которые 
наиболее просты и хорошо разработаны. Процесс преобразования нели-

нейных уравнений в линейные называют линеаризацией. 

В общем линеаризация � процесс приведения криволинейных 
статических характеристик звеньев, используемых в процессе управ-
ления, к прямолинейным характеристикам. 

Самым распространенным методом, используемым в процессе 
линеаризации, является метод малых отклонений, который допускает, 
что отклонения входных и выходных параметров системы в процессе 
управления от их установившихся значений достаточно малы. В ос-
нове метода линеаризации лежит разложение в ряд Тейлора, которое 
позволяет разложить нелинейную функцию нескольких переменных 
по степеням малых отклонений этих переменных в окрестностях зна-
чений, соответствующих заданному установившемуся режиму. 

Представим геометрическую трактовку линеаризации. Изобра-
зим графически нелинейную зависимость     txfty   (рис. 1.1). 

Текущие значения координат y и x запишем как    tyyty  0  

и    ,0 txxtx   где ,0y  0x  � установившиеся значения; ,y  x  � 

их отклонения от установившихся значений. 

В рабочей точке с координатами  ,, 00 yx  определяемой устано-
вившимися значениями, заменим участок кривой касательной и полу-
чим прямую, описываемую линейным уравнением вида ,н kxyy   

где нy  � постоянная величина; 
0









dx

dy
k  � коэффициент, определяе-

мый наклоном касательной к кривой в рабочей точке  ., 00 yx   
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∆y 

y0 

x0

 

Рис. 1.1. Геометрическая интерпретация  
линеаризации 

Для исключения из уравнения величины нy  перенесем начало 
координат в рабочую точку. Тогда получим линейное уравнение, свя-
зывающее между собой отклонения переменных величин от своих ус-
тановившихся значений, вида    .txkty    

Таким образом, линеаризация уравнения геометрически может 
трактоваться как замена первоначальной кривой на касательную к ней 

прямую в точке установившегося режима. Очевидно, что эта замена 
тем точнее, чем меньше величины отклонений координат элемента от 
своих установившихся значений в исследуемом динамическом про-
цессе. 

Модель статики в этом случае принимает вид [2]:  

 xky  ,  (1.1) 

где коэффициент определяется как .
00

x

y

dx

dy

dx

dy
k

xx 





 

Уравнение (1.1) называется уравнением в отклонениях или линеа-
ризованной моделью звена в статике. Постоянная k называется коэффи-

циентом усиления или коэффициентом передачи. Коэффициент усиле-
ния численно равен тангенсу угла наклона касательной к статической 

характеристике в точке номинального режима. В формуле (1.1) и далее 
нижний индекс «0» означает, что значение функции вычисляется в точ-
ке установившегося режима (в точке ).0xx   
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Если уравнение статики задано аналитически в виде  ,xFy   

то, переходя к отклонениям и используя формулу приращений, полу-

чим ,
0

xkx
dx

dF
y   где .

00 dx

dy

dx

dF
k   

Аналогичным образом решается задача линеаризации в случае 
двух входных сигналов x и f, т. е.  ., fxFy   

Переходя к отклонениям: ,0 xxx   ,0 fff   ,0 yyy   

используя формулу приращений ,
00

f
df

dF
x

dx

dF
y   получим ли-

неаризованную модель в отклонениях:  
 ,21 fkxky   

где ,1k  2k  � коэффициенты усиления по первому и второму входу со-
ответственно. 

В общем случае при составлении уравнения динамики элемента 
системы (рис. 1.2), имеющего входную величину x, выходную � y  

и внешнее воздействие f, получается динамическое уравнение произ-
вольного нелинейного вида: 
    .,,,, fxxGyyyF    (1.2) 

 

Рис. 1.2. Элемент автоматической системы 

Допустим, что установившиеся значения переменных y, x и f  

являются постоянными величинами ,0y  ,0x  ,0f  характеризующими 

установившийся режим и определяющими рабочую точку элемента. 
Тогда для текущих координат можно записать:  

    ;0 tyyty   

    ;0 txxtx   

    ,0 tfftf   

где ,y  ,x  f  � отклонения y, x,  f от своих установившихся значений. 
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Из (1.2) получается уравнение статики в виде: 
    ., 000 fxGyF    (1.3) 

Для линеаризации уравнения (1.2) последнее раскладывают в ряд 
Тейлора по степеням отклонений всех координат элемента от своих 
установившихся значений [3]. Тогда уравнение (1.2) примет вид: 

   































 y
y

F
y

y

F
y

y

F
yF

000

0  

   ...,
000

00 






























 f
f

G
x

x

G
x

x

G
fxG  

  .малости порядка высшего члены  (1.4) 

Вычитая из последнего уравнения (1.4) уравнение статики (1.3) 

и отбросив все последующие члены разложения как малые высшего 
порядка, придем к линейному уравнению динамики элемента: 

 .
00000
































































f

G
x

x

G
x

x

G
y

y

F
y

y

F
y

y

F
 (1.5) 

Здесь нижний индекс «0» обозначает, что значения частных 
производных должны быть определены в точке установившегося ре-
жима элемента. 

Это дифференциальное уравнение, так же как и (1.2), описывает 
тот же динамический процесс в том же элементе автоматической сис-
темы. Сравнивая (1.2) и (1.5), получим: 

� уравнение (1.2) � точное, а уравнение (1.5) � приближенное, 
так как в процессе его получения были отброшены малые высшего 
порядка; 

� уравнение (1.2) записано относительно переменных величин 

элемента, а уравнение (1.5) � относительно отклонений переменных 
от своих установившихся значений; 

� уравнение (1.2) � нелинейное, уравнение (1.5) � линейное от-
носительно отклонений, коэффициенты которого определяются рабо-
чей точкой элемента, т. е. его установившимися значениями; при сме-
не рабочей точки эти коэффициенты изменяются. 

Таким образом, цель получения линейного дифференциального 
уравнения взамен прежнего нелинейного достигнута. Уравнение (1.5) 

называется дифференциальным уравнением элемента в отклонениях. 
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Пример 1.1. Требуется линеаризовать уравнение статики систе-
мы (рис. 1.2, а) в виде 35,0 xxy   в окрестностях номинального ре-
жима при .20 x  

        

а) б) 
Рис. 1.2. Функциональная схема системы: 

 а � с одной входной переменной; б � с двумя  
входными переменными 

Так как уравнение статики задано аналитически в виде  ,xFy   

то, переходя к отклонениям и используя формулу приращений, получим:  

 ,
0

xkx
dx

dF
y   

где  
.5,1235,0

5,0

0

2

0

3

00




 x
dx

xxd

dx

dy

dx

dF
k  

Таким образом,  ,25,12  xxky  где .20  xxxx  

Окончательный результат получаем в виде yyy  0 , где  
значение 0y  из выражения :95,0

0

3
0  xxy   255,129 xy  

.145,12  x  

Рассмотрим линеаризацию уравнения статики системы с двумя 
входными переменными (рис. 1.2, б), описываемую уравнением 

uffuy 22 32   в окрестностях режима с начальными точками 

входных переменных: ,20 u  .10 f  

Уравнение статики задано аналитически в виде  ,, fuFy   пе-
реходя к отклонениям и используя формулу приращений, получим: 

 .21

00

fkukf
df

dF
u

du

dF
y   
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Вычисляем: 

 
 

;1024
22

0

0

32

0

1 


 u
du

uffud

du

dF
k  

 
 

;532
22

0

2

0

32

0

2 


 f
df

uffud

df

dF
k  

     .255101521051021  fufufufkuky  

Определим начальное значение выходной переменной: 

,1322
0

32
0  uffuy  окончательный результат получаем в виде 

:0 yyy   .125102551013  fufuy  

Пример 1.2. Требуется линеаризовать уравнение динамики (ДУ) 

в окрестностях номинальных режимов для системы, заданной диффе-

ренциальным уравнением: .55,143 2 y
dt

dy
y

dt

dx
xxy   

Данное ДУ является нелинейным из-за наличия произведений 

переменных х и у.  
Линеаризуем его в окрестности точки с координатами ,10 x  

,00 x  .00 y  Для определения недостающего начального условия 0y  

подставим данные значения в ДУ: ,0043 00 yy   откуда .20 y  

Введем в рассмотрение функцию yyyx,xxyF  55143 2  

и определим все ее производные при заданных начальных условиях: 

   ;2182383
0

0





xy
x

F
 

   ;2115,11315,13
0

0





xx
у
F

 

   ,325,15,1
' 0

0





y
x

F
  .5

'
0





y

F
 

Теперь, используя полученные коэффициенты, можно записать 
окончательное линейное ДУ: .02325  xxyy  
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Линеаризация ДУ, заданного в явном виде относительно у,  

т. е.  ,xFy   производится по формуле 








 x
x

F
x

x

F
y  

,...



 x

x

F
 т. е. в данном случае нет необходимости искать произ-

водные по переменной у. 

Окончательный вариант линеаризации: .2325 x
dt

dx
y

dt

dy
  

1.2. Задание на практическое занятие  

1.2.1. Линеаризовать уравнения статики и динамики системы  

с одним входом в окрестностях номинальных режимов, согласно сво-
ему варианту при заданных начальных условиях. 

1.2.2. Линеаризовать уравнения статики и динамики системы  

с двумя входами в окрестностях номинальных режимов согласно сво-
ему варианту при заданных начальных условиях. 

Варианты индивидуальных заданий согласно номеру студента 
по журналу группы размещены на учебном портале университета  
в электронном курсе по предмету «Теория автоматического управле-
ния». Возможно назначение индивидуальных заданий на усмотрение 
преподавателя. 

Контрольные вопросы 

1. Что означает термин «линеаризация»? 

2. Какой распространенный метод используется в процессе ли-

неаризации и в чем он заключается? 

3. В чем заключается геометрическая интерпретация линеари- 

зации? 

4. Как осуществляется линеаризация уравнений статики? 

5. Как осуществляется линеаризация уравнений динамики? 
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ГЛАВА 2. ОПЕРАТОРНЫЕ УРАВНЕНИЯ,  

ПЕРЕДАТОЧНЫЕ ФУНКЦИИ, ОПРЕДЕЛЕНИЕ  

НУЛЕЙ И ПОЛЮСОВ ПЕРЕДАТОЧНОЙ ФУНКЦИИ 

СИСТЕМЫ АВТОМАТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ 

2.1. Теоретические сведения 

В общем виде линеаризованное дифференциальное уравнение, 
описывающее любую систему автоматического управления (САУ) 

(или звено) без учета внешних воздействий, можно записать следую-

щим образом: 

 
         



tya
dt

tdy
a

dt

tyd
a

dt

tyd
a nnnn

n

n

n

111

1

10  

 
       ,

111

1

10 txa
dt

tdx
b

dt

txd
b

dt

txd
b mmmm

m

m

m

 



  (2.1) 

где  ,tx   ty  � входная и выходная величины элемента системы; ,iа  

ib  � постоянные коэффициенты. 

Причем левая часть уравнения (верхняя строка) описывает пре-
образование выходного сигнала объекта управления  ,ty  а правая 
часть (нижняя строка) � преобразование входного воздействия  .tx  

Решение такого дифференциального уравнения классическими 

методами для нахождения выходного сигнала  ty  в общем случае за-
дача очень трудоемкая. Исследование САУ существенно упрощается 
при использовании прикладных математических методов операцион-

ного исчисления. 
Рассмотрим некоторый элемент системы, имеющий один вход  

и один выход (рис. 2.1). 

W p
y tx t

Y pX p
 

Рис. 2.1. Представление элемента САУ,  

имеющего один вход и один выход 
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Уравнение (2.1) удобнее записывать в символическом виде, введя 

алгебраизированный символ дифференцирования, определив ,p
dt

d
  

.n

n

n

p
dt

d
  При этом вместо функций времени  tx  и  ty  введем функ-

ции  pX  и  pY  комплексного переменного p (где ), jp  поста-
вив условием, что эти функции связаны зависимостями: 

     ,
0




 dtetxpX pt       .
0




 dtetypY pt   (2.2) 

В результате уравнение примет вид: 

         
 pYappYapYpapYpa nn

nn
1

1
10  

        .1
1

10 pXappXbpXpbpXpb mm
mm  
   (2.3) 

Таким образом, будем называть преобразованием Лапласа сле-
дующее выражение: 

        .
0




 dtetxtxLpX pt   (2.4) 

При этом  tx  называют оригиналом,  pX  � изображением или 

изображением по Лапласу. Оригинал обозначают строчной, а его изо-
бражение � одноименной прописной буквой. В литературе иногда 

разделяют символ дифференцирования p, определяемый как ,
dt

d
p    

и переменную преобразования Лапласа, которую обозначают как s, 

заменяя в уравнениях (2.2)�(2.4) символ дифференцирования p  

на оператор Лапласа s, где (где ) js  [1]. 

Соотношение (2.5) называют обратным преобразованием Лапласа: 

     .
2

11














 






j

j

ptdtepX
j

Ltx   (2.5) 

Кроме того, преобразование дифференциального уравнения  
по Лапласу дает возможность ввести понятие передаточной функции 
 pW  в виде отношения изображения выходной величины к изобра-

жению входной.  
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Для этого вынесем в уравнении (2.3)  pX  и  pY  за скобки,  

получим: 

    


nn
nn apapapapY 1

1
10   

   ,1
1

10 mm
mm apbpbpbpX  
  

тогда 

    
  .

1
1

10

1
1

10

nn
nn

mm
mm

apapapa

apbpbpb

pX

pY
pW












  (2.6) 

Отношение изображения выходной величины элемента (или 

системы) к изображению его входной величины при нулевых началь-
ных условиях называется передаточной функцией элемента (или сис-
темы). 

Передаточная функция  pW  является дробно-рациональной 

функцией комплексной переменной p и находится при нулевых на-
чальных условиях.  pW  характеризует динамические свойства систе-
мы, она не зависит от управляющего воздействия и полностью опреде-
ляется параметрами системы посредством коэффициентов ia  и .ib  

Степень полинома знаменателя передаточной функции (2.6)  

определяет порядок системы, а сам знаменатель называют характе-
ристическим полиномом. В реальных системах степень полинома 
числителя передаточной функции не превышает степени полинома 
знаменателя. Это условие называют физической реализуемостью 

САУ; оно означает, что нельзя создать систему, передаточная функ-
ция которой не удовлетворяла бы этому условию. 

Корни полинома числителя передаточной функции (2.6) называ-
ют нулями, а корни полинома знаменателя � полюсами САУ, которые 
так же как нули, могут принимать вещественные и комплексные зна-
чения. Если все корни полиномы знаменателя различны, то полюса 
функции называются простыми. Если же среди этих чисел встречают-
ся одинаковые, то соответствующие полюсы называются кратными. 

По передаточной функции    
 pX

pY
pW   системы можно опре-

делить начальное и конечное значение выходной величины при пода-
че на ее вход дельта-функции.  
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Для этого нужно воспользоваться теоремами о предельных зна-
чениях в следующем виде: 

� если  tf  � оригинал, a  pF  � его изображение, то начальное 
значение функции определится, как 
    ;lim0 ppFf

p 
   (2.7) 

� если существует предел    ,lim tff
t 

  то конечное значение: 

    .lim
0

ppFf
p

   (2.8) 

С учетом того, что изображение дельта-функции равно единице, 
то    ,pYpW   и в этом случае по формулам (2.7), (2.8) вычисляется 
начальное и конечное значения выходной величины  ty  системы  

с передаточной функцией  .pW  

Пример 2.1. Определить передаточную функцию системы по 
дифференциальному уравнению, характеризующему ее динамику, где 
 tx  и  ty  � сигналы на входе и выходе системы соответственно.  
Определить нули и полюса передаточной функции. По передаточной 

функции определить начальное и конечное значения выходной вели-

чины при подаче на ее вход дельта-функции. 

Пусть система описывается следующим уравнением: 

 
         

.265
2

2

dt

tdх
txty

dt

tdy

td

tyd
  

Заменим функции времени  tx  и  ty  на их изображения  
по Лапласу  pX  и  pY  комплексной переменной p, определяемой 

как .
dt

d
p   

Операторное уравнение (при нулевых начальных условиях) в дан-

ном случае примет вид: 

          ,2652 ppXpXpYppYpYp   

откуда, вынеся за скобки  pX  и  ,pY  определяем: 

    
 

.
65

2
2 




pp

p

pX

pY
pW  
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Нуль передаточной функции (корень выражения )02  p  �  

определится: 2p , полюса передаточной функции (корни выраже-
ния :)0652  pp  ,21 p  .32 p  

Определим передаточную функцию по следующему дифферен-

циальному уравнению: 

 
         .25 tx

dt

tdx
tydtty

dt

tdy
   

Воспользуемся свойством: дифференциал от неопределенного ин-

теграла равен подынтегральному выражению, т. е.     ,xfdxxfd    

и продифференцируем данное выражение. Получим: 

         
.25

2

2

2

2

dt

tdx

dt

tdx

dt

tdy
ty

dt

tdy
  Заменим функции времени  tx   

и  ty  на их изображения по Лапласу  pX  и  .pY  

Тогда передаточная функция определится в следующем виде: 

    
  .

252

2





pp

pp

pX

pY
pW  

По передаточной функции  
252

2





pp

pp
pW  системы опреде-

лим начальное и конечное значения выходной величины при подаче 
на ее вход дельта-функции: 

� начальное значение  

  
   

;0
25

1
lim

25
lim0

22

2












 pp

p

ppp

pp
y

pp
 

� установившееся значение 

  
   

.5,0
2

1

25

1
lim

25
lim

202

2

0












 pp

p

ppp

pp
y

pp
 

2.2. Задание на практическое занятие 

2.2.1. По заданным дифференциальным уравнениям записать 
передаточные функции систем, определить ее нули и полюса. 
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2.2.2. По найденной передаточной функции определить началь-
ное и конечное значения выходной величины при подаче на вход сис-
темы дельта-функции.  

2.2.3. По заданной передаточной функции системы определить 
ее нули и полюса и записать дифференциальное уравнение. 

Варианты индивидуальных заданий согласно номеру студента 
по журналу группы размещены на учебном портале университета  
в электронном курсе по предмету «Теория автоматического управле-
ния». Возможно индивидуальных назначение заданий на усмотрение 
преподавателя. 

Контрольные вопросы 

1. Что такое передаточная функция? 

2. Как связаны передаточная функция и дифференциальное 
уравнение, описывающее функционирование системы? 

3. Что такое характеристический полином? 

4. Что такое нули и полюса передаточной функции? 

5. Как по передаточной функции можно определить начальное 
значение выходной величины при подаче на вход системы дельта-
функции? 

6. Как по передаточной функции можно определить конечное 
значение выходной величины при подаче на вход системы дельта-
функции? 
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ГЛАВА 3. ВРЕМЕННЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ  

ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ 

3.1. Теоретические сведения 

Под временными характеристиками в общем случае понимается 
графическое изображение процесса изменения выходной величины  
в виде функции времени при переходе системы из одного равновесно-
го состояния в другое в результате поступления на вход системы не-
которого типового воздействия. 

Так как дифференциальное уравнение системы тоже определяет 
изменение выходной величины в функции времени при некоторых 
начальных условиях, то временная характеристика изображает собой 
решение дифференциального уравнения для принятого типового воз-
действия и, следовательно, полностью характеризует динамические 
свойства системы. 

Так как временные характеристики могут быть получены не толь-
ко путем решения дифференциального уравнения, но и эксперимен-
тально, то возможность определения динамических свойств системы по 
временной характеристике имеет исключительно важное практическое 
значение, поскольку в этом случае не требуется выводить и решать 
дифференциальное уравнение. 

Следовательно, временные характеристики при прочих равных 
условиях зависят от вида типового воздействия. В теории автомати-
ческого управления наиболее часто используются два вида типовых 
воздействий, подаваемых на вход звена или системы: 

1. Единичная ступенчатая функция  t1  (единичная ступень) ма-
тематически определяется в виде: 

    








.0,1

;0,0
1

t

t
ttf  

При этом ее изображение по Лапласу �    .
1

1
p

tL   

2. Дельта-функция  t  (единичный импульс, дельта-импульс) 
математически определяется в следующем виде: 

    









.0,0

;0,

t

t
ttf  

Дельта-функция имеет изображение по Лапласу    .1 tL  
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Импульсное воздействие представляет собой бесконечно узкий 
импульс, при этом 

   .1




 dtt   

Связь между дельта-функцией и единичным импульсом опреде-
лится как 

    
.

1

dt

td
t   

Графическое изображение реакции системы на единичное сту-
пенчатое воздействие называется переходной характеристикой. 

Аналитическое выражение переходной характеристики обозна-
чается h(t) и называется переходной функцией. 

Переходную функцию можно определить через передаточную 
функцию системы в виде: 

    
,1









 

p

pW
Lth   (3.1) 

где 
p

1
 � изображение по Лапласу единичной функции. 

Графическое изображение реакции системы на единичное импульс-
ное воздействие называется импульсной переходной характеристикой. 

Аналитическое выражение импульсной переходной характери-

стики обозначается  tw  называется импульсной переходной функцией 
или весовой функцией (функцией веса).  

Учитывая, что изображение по Лапласу дельта-импульса равно 
единице, импульсную функцию можно определить через передаточ-
ную функцию системы в виде: 

        .1 11 pWLpWLtw    

Связь между переходной и импульсной переходной функциями: 

    
dt

tdh
tw   или     .

0

dttwth
t

  (3.2) 

Пример 3.1. Определить весовую функцию w(t) и переходную 

функцию  th  линейной САУ с передаточной функции вида:  

    .11,0

10




pp
pW  
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Изображением весовой функции   tgL  линейной САУ является 
ее передаточная функция:     ,1 pWLtg   поэтому для отыскания 
оригинала весовой функции  tg  разложим  pW  на элементарные 
дроби, соответствующие передаточным функциям отдельных звеньев 
системы САУ, которые можно определить по таблице изображений 
(справочная литература).  

Воспользуемся методом неопределенных коэффициентов для 
определения неизвестных статических коэффициентов усиления этих 
звеньев (коэффициенты А и В в знаменателе элементарных дробей): 

   .
11,011,0

10




 p

B

p

A

pp
  (3.3) 

После приведения правой части выражения (3.3) к общему зна-
менателю приравниваем числители левой и правой частей полученно-
го уравнения: 
     .1,011,010 ABApBppA   (3.4) 

Приравнивая коэффициенты левой и правой частей уравнения (3.4) 
при одинаковых степенях р, получим систему двух уравнений из двух 
неизвестных: 

 







,1,00

;10

BA

A
 

откуда ,10A  .1B  

Подставляя вычисленные значения коэффициентов А и В в урав-
нение (3.3), получим: 

        .
10

11
10

11,0

1,01
10

11,0

110

11,0

10
























 pppppppp

  (3.5) 

Переход от изображений элементарных функций  pf  в опера-
торной форме записи к их оригиналам как функций времени  tf  

осуществляется, как правило, с использованием стандартных таблиц 
изображений, приводимых в справочной литературе.  

Так, например, оригинал функции, имеющий изображение ,
1

p
 

определяется как ;1
11 








p
L  оригинал функции, имеющий изображе-

ние ,
10

1

p
 равен: .

10

1 101 te
p

L  









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Заменив в правой части уравнения (3.5) изображения элемен-

тарных функций на их оригиналы, получим искомое выражение для 
весовой функции: 

    .110 10tetw   

Задаваясь различными значениями t, следует построить график 
импульсной характеристики  .tw  

По известной весовой функции  tw  можно найти переходную 

функцию  ,th  принимая во внимание, что     ,
0

dttwth
t

  либо вос-

пользовавшись формулой (3.1): 

   .
1

1,0

10
)( 1










 

ppp
Lth  (3.6) 

Разложим правую часть уравнения (3.6) на элементарные дроби 

с тем, чтобы получить более простые изображения функций для на-
хождения их оригиналов: 

   .
11,011,0

10
2 


 p

C

p

B

p

A

pp
  (3.7) 

После приведения правой части выражения (3.7) к общему зна-
менателю из равенства числителей левой и правой частей полученно-
го уравнения выделяем коэффициенты при одинаковых степенях р. 
Получаем систему трех уравнений с тремя неизвестными: 

 











,1,00

;1,00
;10

CA

BA
B

 

откуда ,1,0A  ,1B  .1,0C  

Подставляя вычисленные значения коэффициентов А, В и С  

в уравнение (3.7), получим: 

   .
10

11
1,0

1
10

11,0

1,0101

11,0

10
22 






















 ррррррррр
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Воспользовавшись таблицами изображений, получим искомое 
выражение для переходной функции: 

     .11,010 10tetth   

Определить выражение для весовой характеристики можно так-

же, воспользовавшись теоремой разложения: если    
 pA

pB
pX   явля-

ется дробно-рациональной функцией, где  ,pA   pB  � полиномы  

от  ,p  причем степень полинома числителя меньше полинома зна-
менателя, то ее оригиналом является функция 

        ,lim
!1

1

1
1

1














q

k

ptn
kn

n

ppk

epppX
dp

d

n
tx k

k

k

k

  (3.8) 

где kp  � корни уравнения   ;0pA  kn  � степень их кратности  

и q � число различных корней.  

Если указанные корни простые, то формула преобразуется к виду: 

    
 

 


n

k

tp

k

k ke
pA

pB
tx

1

,  (3.9) 

здесь n � степень полинома  ;pA  .
)(

)(

kpp

k
dp

pdA
pA



  

Выражение (3.9) называют еще формулой Хевисайда. 

Если функция имеет нулевой корень, т. е.    
  ,ppA

pB
pX    

то формула разложения определится как 

    
  .

)0(

)0(

1


 


n

k

tp

kk

k ke
pAp

pB

A

B
tx  (3.10) 

Формулы (3.8)�(3.10) справедливы при .0t  При 0t  по опре-
делению функции-оригинала   .0tx  

Пример 3.2. Определить импульсную (весовую) функцию  tg   

и переходную функцию  th  линейной САУ с передаточной функции 

вида:  
 134

15
W

2 




ppp

p
p  при помощи теоремы разложения. 
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Весовая функция определяется как    ;)(1 pWLtg   

   
 
  ,134

15
W

2 ppA

pB

ppp

p
p 




  тогда   ,134 2  pppA    ,15  ppB    

  .612 2 pppA    

Корни уравнения 0134 2  pp  � комплексно-сопряженные: 
,331.0375,0

,21
jp   

По формуле разложения получаем: 

    
 

 
 







n

k

tp

kk

k ke
pAp

pB

A

B
tw

10

0
 

 
   

  



  tje

jj

j 0,331,3750

2
0,331,375060,331,375012

10,331,37505

1

1
 

 
 

   
  




  tje
jj

j 0,331,3750

2
0,331,375060,331,375012

10,331,37505
 

   



  tje

jj

j 331,0,3750

1,986,252,3151,97921,688

1,655875,0
1  

 
  




  tje
jj

j 331,0,3750

1,986,252,3151,97921,688

1,655875,0
 

     







  tjtj e
j

j
e

j

j 331,0,3750331,0,3750

,99300,123

1,655875,0

,99300,123

1,655875,0
1  

 
  
  

  



  tje
jj

jj ,3310,3750

,99300,123,99300,123

,99300,1231,655875,0
1  

 
  
  

  



  tje
jj

jj ,3310,3750

,99300,123,99300,123

,99300,1231,655875,0
 

     







  tjtj e
j

e
j ,3310,3750,3310,3750

,98600,15

,07311,751

,98600,15

,07311,751
1  

           tjtj ejej ,3310,3750,3310,3750 945,0,5411945,0,54111  

         tjt ejte ,3310,3750,3750 945,0,5411331,0cos1  

    .331,0sin,891331,0cos1 ,3750,3750 tete tt    



 24

3.2. Задание на практическое занятие  

3.2.1. По заданной передаточной функции определить импульс-
ную характеристику  tw  путем разложения передаточной функции 

на элементарные дроби. 

3.2.2. Построить график полученной импульсной характеристи-

ки  .tw  

3.2.3. По заданной передаточной функции определить переход-

ную характеристику  th  при помощи теоремы разложения. 
3.2.4. При помощи выражения (3.2) определить импульсную ха-

рактеристику  .tw  

3.2.5. Построить графики полученных характеристик. 
Варианты индивидуальных заданий согласно номеру студента 

по журналу группы размещены на учебном портале университета  
в электронном курсе по предмету «Теория автоматического управле-
ния». Возможно назначение индивидуальных заданий на усмотрение 
преподавателя. 

Контрольные вопросы 

1. Какая характеристика системы называется переходной? 

2. Какая характеристика системы называется импульсной? 

3. Как по передаточной функции определить передаточную 

функцию? 

4. Как по передаточной функции определить импульсную функ-
цию? 

5. Какая связь существует между переходной и импульсной пе-
реходной функциями? 
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ГЛАВА 4. АЛГЕБРА СТРУКТУРНЫХ СХЕМ 

4.1. Теоретические сведения 

Структурной схемой системы управления называют графическое 
представление ее математической модели в виде соединений звеньев, 
изображаемых в виде прямоугольников или кругов (для сумматора),  
с указанием входных и выходных переменных. Обычно внутри прямо-
угольника указывается условное обозначение оператора изображаемого 
им звена, а сам оператор в виде передаточной функции или дифферен-

циального уравнения задается вне структурной схемы.  

В сумматоре входные переменные складываются (рис. 4.1), или 

вычитаются, если соответствующий вход помечен знаком «минус» 

или заштрихован соответствующий сектор.  

 A

X

B

Y=X-B+AY = X  �  B + A 

 

Рис. 4.1. Условное изображение сумматора 

Рассмотрим основные типы соединений и правила их преобра-
зования. 

Последовательное соединение. Так называется соединение, 
при котором выходная переменная предшествующего звена является 
входной переменной последующего звена (рис. 4.2). При последова-
тельном соединении передаточные функции отдельных звеньев пере-
множаются, и при преобразовании структурных схем цепочку из по-
следовательно соединенных звеньев можно заменить одним звеном  

с передаточной функцией, равной произведению передаточных функ-

ций звеньев:    .
1

pWpW i

n

i
  

W1 
X0  X1 

W2  Wn 
Xn 

W 
X0  Xn 

1

n

n i
i

X X


 

 

Рис. 4.2. Последовательное соединение звеньев 
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Параллельное соединение. Так называется соединение, при ко-
тором на входы всех звеньев подается одно и то же воздействие, а их 
выходные переменные складываются. При параллельном соединении 

звеньев передаточные функции складываются, и при преобразовании 

их можно заменить одним звеном с передаточной функцией 

   



n

i
i pWpW

1

 (рис. 4.3). Если выход какого-либо звена поступает на 

сумматор с отрицательным знаком, то передаточная функция этого 
звена складывается с отрицательным знаком, т. е. вычитается. 

W1 

X2 

X1 

W2 

Wn 

G  

W 





n

i

iXX
1

 
X  Xn 

 

G  

 

Рис. 4.3. Параллельное соединение звеньев 

Обратная связь. Такое соединение звеньев изображено на  
рис. 4.4, оно характеризуется тем, что выходной сигнал звена подает-
ся на его вход. 

 

W1  

W2  

X(p) 

 

Y(p) 

+_
 

Рис. 4.4. Соединение звеньев по схеме  
с обратной связью 

Обратная связь может быть положительной (ПОС), если сигнал 
 ,pY  снимаемый с выхода второго звена, суммируется с сигналом 

 pX  на входе, и отрицательной (ООС), если  pY  вычитается. Кроме 
того, обратные связи могут быть жесткими и гибкими. Связь называ-
ется гибкой, если передаточная функция  pW2  в установившемся 
режиме равна нулю. 



 27

Для определения результирующей передаточной функции такой 
комбинации звеньев запишем очевидные соотношения:   

 
        
     







,

;

2

1

pYpWpY

pYpXpWpY
 

где знак «+» относится к положительной, а знак «�» � к отрицатель-
ной обратной связи. 

Откуда результирующая передаточная функция обратной связи 
имеет вид: 

    
    ,1 12

1

pWpW

pW
pW


  

где знак «+» соответствует ООС; знак «» � ПОС. 
В общем случае сложная цепь динамических звеньев, образую-

щих систему управления, включает в себя комбинации всех трех рас-
смотренных случаев, т. е. представляет собой смешанное соединение 
звеньев.  

В тех случаях, когда структурная схема системы оказывается 
сложной и содержит перекрестные связи, ее упрощают и сводят  
к простейшему эквивалентному виду, пользуясь правилами преобра-
зования структурных схем, изложенными ниже. 

Перенос сумматора. При переносе сумматора по ходу сигнала 
добавляется звено с передаточной функцией, равной передаточной 
функции звена, через которое переносится звено (рис. 4.5, а). При пе-
реносе сумматора против хода сигнала добавляется звено с переда-
точной функцией, равной обратной передаточной функции звена, че-
рез которое переносится сумматор (рис. 4.5, б).  

 

W1  W2  

G 

F  

X 

W1  W2  

G 

F 

X 

W1  W2  

G 

F 

X 

W2  

W1  W2  

G 

F 

X 

1/W2 

 

а)  б) 
Рис. 4.5. Перенос сумматора: 

а � по ходу сигнала; б � против хода сигнала 
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При переносе сумматора участок цепи, через который перено-
сится сумматор, становится неэквивалентным. Поэтому при преобра-
зовании структурных схем нельзя переносить сумматор через точку 
съема сигнала. 

Перенос узла. При переносе узла по ходу сигнала добавляется 
звено с передаточной функцией, равной обратной передаточной 
функции звена, через которое переносится узел (рис. 4.6, а). При пе-
реносе узла против хода сигнала добавляется звено с передаточной 
функцией, равной передаточной функции звена, через которое пере-
носится узел (рис. 4.6, б). 

W1 W2 

G 
Y 

X1 

X1 

W1 W2 

G 
Y X1 

X1 1/W2 

W1 W2 

G 
Y 

X1 

X1 

W1 W2 

G 
Y X1 

X1 W1  

а)  б) 
Рис. 4.6. Перенос узла:  

а � по ходу сигнала; б � против хода сигнала 

Вычисление передаточной функции многоконтурной систе-
мы. Путем переноса воздействий ликвидируются пересекающиеся 
связи. При переносе пользуются принципом суперпозиции и рассмот-
ренными выше передаточными функциями последовательно и парал-
лельно соединенных звеньев. В полученных таким образом эквива-
лентных схемах результат преобразования сигналов должен совпадать 
с результатом преобразования сигналов исходной схемой. 

Для вычисления передаточной функции системы автоматиче-
ского управления любой сложности можно также составить систему 
уравнений, включающую в себя входное воздействие Uвх, выходное 
воздействие ,выхU  и сигналы на выходе каждого из сумматоров схе-
мы. Решая полученную систему уравнений, можно найти соотноше-

ние ,
вх

вых

U

U
 что и является передаточной функцией системы [6]. 

Рассмотрим примеры нахождения передаточной функции сис-
темы различными способами. 
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Пример 4.1. Определить эквивалентную передаточную функ-
цию системы автоматического управления, функциональная схема 
которой изображена на рис. 4.7, путем перестановки элементов. 

W1  W2  

X(p)

W3  W4  

Y(p) 
1 

 

Рис. 4.7. Функциональная схема САУ  

к примеру 4.1 

Перенесем узел 1 по ходу сигнала через звено с передаточной 

функцией .2W  Преобразованная схема изображена на рис. 4.8. 

 1 
W1 W2 

W3 

W4 

2

1
W

 

 

Рис. 4.8. Преобразованная схема   
после переноса узла 

Продолжим преобразования в схеме, заменив последовательно  
и параллельно соединенные звенья их эквивалентами (рис. 4.9). 

Звенья с передаточными функциями 
2

321

W

WW
 и 4W  включены 

последовательно в цепь отрицательной обратной связи.  

 

W4  

2

321+

W

WW
 

21WW  

 

Рис. 4.9. Эквивалентная схема  
с обратной связью  
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Окончательно получаем: 

   .
11

1 432141

21

2

324
21

21
экв

WWWWWW

WW

W

WWW
WW

WW
W







  

Пример 4.2. Определим эквивалентную передаточную функцию 
системы, изображенную на рис. 4.7, методом составления системы 
уравнений, соответствующей направлениям прохождения сигнала. 

W1 W2 

X(p)
 

W3 W4 

Y(p) Y1
 

Y2
 

 

Рис. 4.10. Функциональная схема САУ  
с введенными переменными для примера 4.2  

Составим систему уравнений, введя новые обозначения 1Y  и 2Y  

(рис. 4.10): 

 













.
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;
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3112

421

WWYY

WYWYY

WYXY

 

Всего получаем три уравнения с тремя неизвестными: ,1Y  ,2Y  Y. 

Далее решаем полученную систему. Выразим из третьего уравнения 1Y :  

 
21

1
WW

Y
Y


   

и подставим данное значение и значение 2Y  в первое уравнение: 

 ,31

21

4

21








 





WYW
WW

Y
WX

WW

Y
  

или 

 

.43

2

4
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XWWY
W

WY

WW

Y





  

Вынесем Y за скобки: .
1

21

432141 












WW

WWWWWW
YX  
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Окончательно находим эквивалентную передаточную функцию 

в виде отношения  
X

Y
pW  : 

   .
1 342141

41

WWWWWW

WW

X

Y
pW




  

Очевидно, что полученная формула идентична результату, по-
лученному в предыдущем примере. 

4.2. Задание на практическое занятие  

4.2.1. Преобразовать структурную схему системы автоматиче-
ского управления и получить эквивалентную передаточную функцию 

системы в общем виде: 
а) методом переноса узлов и сумматоров; 
б) методом составления системы уравнений, соответствующей 

направлениям прохождения сигнала. 
Варианты индивидуальных заданий согласно номеру студента 

по журналу группы размещены на учебном портале университета  
в электронном курсе по предмету «Теория автоматического управле-
ния». Возможно назначение индивидуальных заданий на усмотрение 
преподавателя. 

Контрольные вопросы 

1. Как определяется эквивалентная передаточная функция при 

последовательном соединении звеньев? 

2. Как определяется эквивалентная передаточная функция при па-
раллельном соединении звеньев? 

3. Как определяется эквивалентная передаточная функция при 

соединении звеньев при помощи отрицательной (положительной) об-

ратной связи? 

4. По каким правилам осуществляется перенос сумматора? 

5. По каким правилам осуществляется перенос узла? 
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ГЛАВА 5. ЧАСТОТНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ  

ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ 

5.1. Теоретические сведения 

Частотными характеристиками называются формулы и гра-
фики, характеризующие реакцию звена на гармоническое входное 
воздействие в установившемся режиме, т. е. вынужденные синусои-

дальные колебания звена. 
Если на вход линейного звена подать гармоническое воздейст-

вие  вида   ,sin0 tXtx   где X0 � амплитуда;  � угловая частота, 
имеющая размерность [рад/с] или [c

�1
], то, как следует из необходи-

мых и достаточных условий линейности, на выходе звена в устано-
вившемся режиме будет также гармоническая функция той же часто-
ты, но в общем случае другой амплитуды 0Y  и сдвинутая по фазе 
относительно входной величины на угол  :    .sin0  tYty  

Связь между выходной гармоникой и входной устанавливается  
с помощью частотной передаточной функции звена  .jW  

Частотная передаточная функция является важнейшей дина-
мической характеристикой звена и представляет собой отношение изо-
бражений по Фурье выходного и входного сигналов при нулевых на-
чальных условиях и равных нулю воздействиях на остальных входах:  

    
 .



jX

jY
jW  

Из сравнения преобразований Фурье и Лапласа следует, что час-
тотную передаточную функцию звена легко получить из его переда-
точной функции путем замены оператора p  на ,j  т. е. 

     .
jp

pWjW  

Частотная передаточная функция  ,jW  как видно, представ-
ляет собой комплексное число, которое можно записать как в поляр-
ной, так и декартовой системах координат: 

          ,  jVUeAjW j   (5.1) 

где  A  � модуль или амплитуда частотной передаточной функции, 

представляющий собой отношение амплитуды выходной величины  

к амплитуде входной, т. е. коэффициент усиления звена k на частоте : 
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        
  ,mod k

x

y
jWjWA 




   (5.2) 

где    � аргумент или фаза частотной передаточной функции, пока-
зывает фазовый сдвиг выходной гармоники по отношению к входной 

на частоте : 

    ;arg  jW   (5.3) 

 U  � вещественная составляющая частотной передаточной функции: 

    ;Re  jWU   (5.4) 

 V  � мнимая составляющая частотной передаточной функции: 

    .Im  jWV   (5.5) 

Соотношения       22 VUA  и    
 



U

V
arctg  связы-

вают между собой составляющие частотной передаточной функции. 

Таким образом, частотная передаточная функция, определяю-

щая реакцию звена на гармонические колебания всех возможных час-
тот, позволяет, пользуясь принципом суперпозиции, найти реакцию 

линейного звена на произвольное воздействие. 
Выражение (5.1) представляет собой амплитудно-фазовую час-

тотную характеристику (АФЧХ) звена. Выражения (5.2) и (5.3) назы-

ваются соответственно амплитудной частотной характеристикой зве-
на и фазовой частотной характеристикой звена, а выражения (5.4)  

и (5.5) � вещественной частотной характеристикой и мнимой частот-
ной характеристикой звена.  

Для наглядного представления частотных свойств звена частот-
ные характеристики отображают графически. 

Амплитудно-фазовая частотная характеристика (АФЧХ). 

Строится на комплексной плоскости и представляет собой геометри-

ческое место концов векторов (годографов), соответствующих час-
тотной передаточной функции  jW  при изменении частоты от нуля 
до бесконечности (рис. 5.1). Для каждой частоты  на комплексной 

плоскости наносится точка, полученные точки соединяются затем 

плавной кривой.  
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0

1
2

3

ω = ∞ ω = 0

 

Рис. 5.1. Амплитудно-фазовая  
частотная характеристика 

Строить АФЧХ можно как в декартовых координатах (U, V),  

так и в полярных  .,А  

Первый способ заключается в предварительном разделении частот-
ной передаточной функции на действительную  U  и мнимую  jV  

части и затем расчете координат точек АФЧХ при изменении частоты  

от 0 до  и построении графика по этим точкам. 

Второй способ заключается в расчете значений модуля  A  и аргу-
мента () при изменении частоты от 0 до . Затем график АФЧХ строит-
ся по значениям  A  и  .  При этом длина вектора, соединяющего на-
чало координат с графиком, равна  ,A  а угол поворота между вектором 

и положительным направлением вещественной оси равен  .  Гра-
фик АФЧХ называют годографом АФЧХ. 

Амплитудная частотная характеристика (АЧХ). Показывает, 
как пропускает звено сигнал различной частоты, иначе представляет 
собой коэффициент изменения амплитуды гармонических колебаний 

при прохождении через звено (рис. 5.2). 

    jWA

р с п  

Рис. 5.2. Амплитудная частотная характеристика 
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На рис. 5.2 представлены: р  � резонансная частота, т. е. частота, 
на которой амплитудная частотная характеристика достигает максиму-
ма, иначе на этой частоте звено имеет максимальный коэффициент 
усиления; с  � частота среза, частота, на которой амплитудная частот-
ная характеристика, уменьшаясь, принимает значение, равное единице, 
и при дальнейшем повышении частоты остается меньше единицы;  

п  � частота пропускания, на которой амплитудная частотная характе-
ристика, уменьшаясь, принимает значение, равное 0,707, и при даль-
нейшем повышении частоты не увеличивается; пп 2  � полоса 
пропускания, диапазон частот гармонических колебаний, пропускае-
мых звеном без заметного ослабления. 

Фазовая частотная характеристика (ФЧХ). Показывает фазо-
вые сдвиги, вносимые звеном на различных частотах (рис. 5.3). 

    jWarg



 

Рис. 5.3. Фазовая частотная характеристика 

Вещественная частотная характеристика (ВЧХ). Представля-
ет собой зависимость вещественной составляющей частотной переда-
точной функции от частоты. 

Мнимая частотная характеристика (МЧХ). Представляет со-
бой зависимость мнимой составляющей частотной передаточной 

функции от частоты. 

Пример 5.1. Для системы с передаточной функцией 

 
134

15
2 




pp

p
pW  построить частотные характеристики. 

Построим годограф частотной передаточной функции (АФЧХ). 

Определим  jW  по передаточной функции  pW  путем замены 

: jp  
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 

.
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22 
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j
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j
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Освободимся от мнимости в знаменателе, умножив числитель  
и знаменатель на комплексно-сопряженное знаменателю выражение: 

     
  

 
 

.
941

202111

341341

34151

222

32

22

2











j

jj

jj
jW  

Представим частотную передаточную функцию в алгебраиче-
ской форме: 

     
 

 
 

.
941

1012

941

111

222

2

222

2









 jjVUjW  

Тогда  
 

,

941

111

222

2




U     

 
.

941

1012

222

2




V  

Определим точки пересечения годографа с действительной осью: 

   0V  или 
 

 
,0

941

1012

222

2





  

т. е. 

 
 

 









.0941

;01012

222

2

 

При решении этого получаем: ,01   316,02   (отрицательные 
корни не рассматриваются).  

Тогда   ,10 U    .667,1316,0 U  

Определим точки пересечения годографа с мнимой осью: 

   ,0U  

 
,0

941

111

222

2





  

т. е.  

 
 









,0941

;0111

222

2

 

откуда ,
11

12   следовательно, годограф не пересекает мнимую ось, 

так как нет положительных действительных корней. 
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Определим   ,0U    .0V  Рассчитаем дополнительные 
точки, сведем расчеты в табл. 5.1. Строим годограф (рис. 5.4). 

Таблица 5.1 

Исходные данные 

ω, 1/с 0 0,2 0,316 0,5 1  

U(ω) 1 1,351 1,667 1,667 0,667 0 

V(ω) 0 0,225 0 �0,667 �1 0 

 

0

ω = ∞ 

�1 
 

Рис. 5.4. АФЧХ к примеру 5.1 

Для построения АЧХ и ФЧХ найдем модуль и аргумент полу-
ченной ранее частотной передаточной функции: 

   .
341

51
2 



j

j
jW  

Определим модуль как отношение модулей числителя и знаме-
нателя: 

    
 

.

941

251

341

51

222

2

2 









j

j
jWW  

Найдем аргумент  jW : 

         341arg51argarg 2 jjjW  

   .
41

3
arctg5arctg

2 









  



 38

Определим  W  на частотах ,0    и, рассчитав допол-
нительные точки, сведем расчеты в табл. 5.2. 

Таблица 5.2 

Исходные данные 

ω, 1/с 0 0,2 0,5 1 4  

W(ω) 1 1,37 1,80 1,20 0,31 0 

 

Построим график АЧХ (рис. 5.5). 



 W

 

Рис. 5.5. График АЧХ к примеру 5.1 

ФЧХ    проще построить как сумму ординат фазовых харак-

теристик     5arctg1  и   ,
41

3
arctg

22 










  задавая для ка-

ждой из них характерные частоты (табл. 5.3). 

Таблица 5.3 

Исходные данные 

ω, 1/с 0 0,2 ∞ ω, 1/с 0 0,5 ∞ 

φ1(ω),° 0 45 90 φ2(ω)° 0 �90 �180 
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График ФЧХ приведен на рис. 5.6. 

 



 

 1

 2

ω , 1/с   

�180 

�135 

�90 

�45 

 

Рис. 5.6. График ФЧХ к примеру 5.1 

5.2. Задание на практическое занятие  

5.2.1. По заданным передаточным функциям определить частотные 
характеристики (АФЧХ, АЧХ и ФЧХ). 

5.2.2. Построить графики полученных частотных функций. 

Варианты индивидуальных заданий согласно номеру студента 
по журналу группы размещены на учебном портале университета  
в электронном курсе по предмету «Теория автоматического управле-
ния». Возможно назначение индивидуальных заданий на усмотрение 
преподавателя. 

Контрольные вопросы 

1. Дайте определение частотных характеристик. 
2. Какова связь между АЧХ и передаточной функцией системы? 

3. Какова связь между ФЧХ и передаточной функцией системы? 

4. В каких координатах строится АФЧХ? 

5. Что собой представляют МЧХ и ВЧХ? 
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ГЛАВА 6. АСИМПТОТИЧЕСКИЕ ЛОГАРИФМИЧЕСКИЕ 

ЧАСТОТНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ  

ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ 

6.1. Теоретические сведения 

Очень часто графики АЧХ и ФЧХ строятся в логарифмическом 

масштабе в функции от .lg  График АЧХ, построенный в логарифмиче-
ском масштабе, называют логарифмической амплитудно-частотной ха-
рактеристикой (ЛАЧХ), график ФЧХ, построенный в логарифмическом 

масштабе, � логарифмической фазочастотной характеристикой (ЛФЧХ). 

Характеристика ФЧХ    не логарифмируется. 
Перевод значений АЧХ в значения ЛАЧХ осуществляется сле-

дующим образом:    ,lg20  AL  дБ, т. е. единицей измерения ам-

плитуды является децибел. 
Единицей измерения lg  является декада, что соответствует 

увеличению частоты в 10 раз. На графике по оси lg  чаще всего  
записывают значения самой частоты . Поскольку ,0lg   точка 
для частоты 0  показывается условно (без соблюдения масштаба) 
или вообще не показывается. 

На рис. 6.1 показан возможный вид ЛАЧХ взятого в качестве 
примера звена второго порядка. Сопрягающие частоты обозначены  

на рис. 6.1 как С1  и .С2  

Применение ЛАЧХ обуславлено возможностью их построения 
почти без расчетов в виде асимптот к действительным значениям 

ЛАЧХ, которые меняют свой наклон при частотах, называемых со-
прягающими. 

 

lgω , дек 

L(ω ),  
дБ
 

10  100 1000 10000 

20lgK наклон  
-20 дБ/дек

 

наклон 
-40 дБ/дек

 

ωС1  ωС2 

декада 

декада 

�20 дБ/декада 
наклон 

 

Рис. 6.1. Возможный вид ЛАЧХ  

звена второго порядка 
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Кроме того, построение общей ЛАЧХ цепи последовательно со-
единенных звеньев можно провести сложением ЛАЧХ отдельных 
звеньев на графике. 

Определим порядок построения асимптотической логарифмиче-
ской амплитудной частотной характеристики и фазовой частотной 

характеристики [7]: 

1. Привести передаточную функцию (ПФ)  pW  к следующе- 
му виду: 

  
 

 
,

1

1










V

v

v
v

v

R

r

r
r

r

Tpp

Tpp

pW   

где  ....3,2,1,0, vr  

Для этого разложить числитель и знаменатель ПФ на множите-
ли, найдя корни полиномов числителя и знаменателя. Если имеются 
множители вида  ,12  pbpa ii  для которых ,04

2  ii ab  то они при-

ближенно заменяются множителями типа   .1
2

pai  

2. По передаточной функции определить численное, в дБ, значе-

ние Klg20  и сопрягающие частоты ,
1

С
iTi

  которые расположить на 

оси частот в порядке возрастания. По горизонтальной оси откладыва-
ются значения lg  в декадах, по вертикальной �  ,lg20 W  в дБ.  

Выбирается необходимый масштаб. При использовании логарифмиче-
ского масштаба точка, соответствующая ,0  находится слева в ми-

нус бесконечности, и ЛАЧХ строится не от нулевой частоты, а от дос-
таточно малого, но конечного значения . 

3. Первая низкочастотная асимптота проводится: 
а) горизонтально, если ни в числителе, ни в знаменателе нет 

свободного множителя p , при 0  (начальный отрезок характери-

стики) ЛАЧХ имеет наклон 0 дБ/декада на уровне ;lg20 K  

б) с наклоном r 20  дБ/декада, если числитель содержит сво-
бодный множитель ,rp   ...3,2,1,0r , проходя через точку с коор-
динатами ( 1 ;   );lg201 KL   
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в) с наклоном v 20  дБ/декада, если числитель содержит сво-
бодный множитель vp ,  ,...3,2,1,0r  проходя через точку с коор-
динатами ;1(     ).lg201 KL   

4. На каждой сопрягающей частоте наклон асимптотичес- 
кой ЛАЧХ изменяется по отношению к наклону предыдущей асимп- 

тоты таким образом: 

а) r 20  дБ/декада, если числитель содержит множитель   ;1
r

Tp   

б) v 20  дБ/декада, если знаменатель содержит множитель 
  .1

v
Tp   

5. График логарифмической фазовой частотной характеристики 

(ЛФЧХ) строится под графиком ЛАЧХ в таком же логарифмическом 

масштабе по оси частот. Построение графика ЛФЧХ производится по 
правилам построения ФЧХ. 

Пример 6.1. Для системы с передаточной функцией 

 
134

15
2 




pp

p
pW  построить асимптотические логарифмические 

частотные характеристики. 

Для разложения на множители рассмотрим полином знаменателя: 
так как ,04432   принимаем     .12134

22  ppp  

Получаем передаточную функцию в виде:  
 

.
12

15
2




p

p
pW  

Вычислим значение Klg20  и сопрягающие частоты 
iTi

1
С  : 

 01lg20lg20 K  дБ;  

 2,0
5

11

1

1С 
T

 ,
с
1

  ;7,02,0lglg С1   

 5,0
2

11

1

2С 
T

 ,
с
1

 .3,05,0lglg С2   

Расчеты для построения ЛФЧХ сведем в табл. 6.1. Построим 

этот график под графиком ЛАЧХ в том же логарифмическом масшта-
бе по оси частот. 
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Таблица 6.1 

Исходные данные 
ω, 1/c 0 0,2 0,5 1 4 ∞ 

lg ω, декада �∞ �0,7 �0,3 0 0,6 ∞ 

φ(ω), градус 0 9,5 �21,8 �56,3 �82 �90 

 

График асимптотической ЛАЧХ для данного примера изобра-
жен на рис. 6.2. 

  L

1
c1

c2

 

1

lg

lg

�20 дБ/дек +20 дБ/дек 

�20

�40

�80

�

�1 

�1 

 

Рис. 6.2. Графики асимптотической ЛАЧХ и ЛФЧХ 

к примеру 6.1 

Рассмотрим способы определения передаточной функции сис-
темы по ее асимптотической ЛАЧХ. 

При нахождении аналитического значения передаточной функ-
ции  pW  по виду ее ЛАЧХ числитель и знаменатель передаточной 

функции представляются в виде произведения простейших множите-
лей, соответствующих элементарным типовым звеньям. Множители 
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могут быть следующего вида: K, ,np    ,1
n

pT
  где K � коэффици-

ент усиления; p � оператор Лапласа; Т � постоянная времени звена;  
n � произвольное целое число. 

На рис. 6.3 приведено соответствие участков ЛАЧХ и аналити-

ческого значения передаточной функции звеньев. 

 L

20 n

  nppW   L

20 n

 
n

n

p
ppW

1
 

дБ1/T

 L

20 n

   
 n

n

Tp
TppW


 

1

1
1

 

 L
  KpW 

Klg20

 

 L

20 n

   nTppW  1

 

Рис. 6.3. Соответствие участков ЛАЧХ и аналитического  
значения передаточной функции звеньев 

Пример 6.2. По представленной на рис. 6.4 асимптотической 

ЛАЧХ записать аналитическое значение передаточной функции сис-
темы. 

  L


2С1С 3С 4С

�

 

Рис. 6.4. Асимптотическая ЛАЧХ системы к примеру 6.2 
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Запишем множители передаточной функции в порядке возрас-
тания частот сопряжения: 

� до первой частоты сопряжения 01,01С   наклон ЛАЧХ равен 

0 дБ, т. е. ;1K  

� на участке от 1С  до 2С  наклон изменяется на �20 дБ, что со-

ответствует множителю  11

1

pT
, где постоянная времени определя-

ется как ,
1

1С
1 
T  т. е.  ;1001

1

p
 

� на участке от 2С  до 3С  наклон ЛАЧХ равен нулю; это озна-
чает изменение его на +20 дБ (�20 + 20 = 0), что соответствует мно-

жителю  ,1 2pT  где постоянная времени определяется как ,
1

С2
2 
T  

т. е.  ;101 p  

� на участке от 3С  до 4С  наклон ЛАЧХ изменяется от �20 дБ 

до +20 дБ, т. е. увеличивается на +40 дБ, что соответствует множите-

лю   ,1
2

3pT  где постоянная времени определяется как ,
1

С3

3 
T   

т. е.   ;1
2

p  

� на участке после частоты сопряжения 4С  наклон ЛАЧХ 

уменьшается от +40 дБ до нуля, т. е. изменяется на �40 дБ (0 = +40 �40), 

что соответствует множителю 
 

,
1

1
2

4pT
 где постоянная времени оп-

ределяется как ,
1

4
4 
T  т. е. 

 
.

1,01

1
2

p
 

Таким образом, полученная передаточная функция будет иметь 
вид: 

 
   

   
.

1,011001

1101
)(

2

2

pp

pp
pW




  

6.2. Задание на практическое занятие  

6.2.1. Построить логарифмические линейно-аппроксимированные 
амплитудно-частотную характеристику (ЛАЧХ) и фазочастотную 
(ЛФЧХ) системы по заданным передаточным функциям.  
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6.2.2. По асимптотическим ЛАЧХ разомкнутой САУ определить 
аналитическое значение передаточной функции системы. 

Варианты индивидуальных заданий согласно номеру студента 
по журналу группы размещены на учебном портале университета  
в электронном курсе по предмету «Теория автоматического управле-
ния». Возможно назначение индивидуальных заданий на усмотрение 
преподавателя. 

Контрольные вопросы 

1. Какая частота называется частотой сопряжения? 
2. Что такое декада? 

3. В каких единицах откладывается масштаб в ЛАЧХ по оси 

частот? 

4. Как построить асимптотическую ЛАЧХ? 

5. Как определить аналитическое значение передаточной функ-
ции системы по ее асимптотической ЛАЧХ? 

6. Какая частота называется частотой среза? 

7. Чему равно значение     AL lg20  на частоте среза? 
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ГЛАВА 7. АНАЛИЗ УСТОЙЧИВОСТИ  

ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ 

7.1. Теоретические сведения 

Устойчивость � это свойство САУ возвращаться в состояния по-
коя или установившегося движения, из которого система была выведе-
на каким-либо воздействием, после устранения этого воздействия. 

Исследование устойчивости САУ имеет огромное значение, так 
как САУ в замкнутом виде обычно склонны к неустойчивой работе. 
Устойчивость линейной системы определяется ее параметрами и не 
зависит от внешних воздействий. 

Определение устойчивости САУ по полюсам ее передаточной 

функции (представленной в виде 7.1) называют прямым методом 

оценки устойчивости.  

    
 

.
01

1
1

01
1

1

apapapa

bpbpbpb

pA

pB
pW

n
n

n
n

m
m

m
m

n

m




 








  (7.1) 

Однако для оценки устойчивости линейной системы необяза-
тельно вычислять значения полюсов ее передаточной функции, т. е. 
решать алгебраическое уравнение системы n-го порядка.  

Достаточно знать, все ли полюса находятся в левой полуплоско-
сти комплексной плоскости р (являются «левыми»). Такой подход  

к определению устойчивости системы характерен для косвенных ме-
тодов оценки устойчивости (критериев устойчивости), позволяю-

щих судить о расположении полюсов на плоскости комплексного  
переменного p без их расчета.  

Различают алгебраические и частотные критерии устойчивости. 

Отличие критериев друг от друга связано с использованием различных 
характеристик САУ, но при этом все они предполагают проверку необ-
ходимого и достаточного условия устойчивости.  

Независимо от выбранного критерия устойчивости первона-
чально проверяется выполнение необходимого условия устойчивости, 
согласно которому все коэффициенты характеристического полинома 
должны быть положительными, т. е. 

   .01
1

1 cpcpcpcpH n
n

n
n  

    (7.2) 
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Алгебраический критерий устойчивости Гурвица. По этому 
критерию условия устойчивости сводятся к выполнению ряда нера-
венств, связывающих коэффициенты уравнения системы. Пусть ха-
рактеристический полином (знаменатель передаточной функции 
замкнутой САУ): описывается выражением (7.2). 

Полагая 0nc  (выполняется необходимое условие устойчиво-
сти), определитель Гурвица составляется из коэффициентов характе-
ристического (р)А  в виде: 

 .

0.........0

0.........0

............

0......0

0......

0......

0

1

2

31

42

531

c

c

cc

cc

ccc

ccc

nn

nn

nnn

nnn

n








  

Порядок составления матрицы Гурвица следующий. В левом 
верхнем углу матрицы записывается коэффициент ,1nc  по главной 

диагонали располагаются коэффициенты характеристического урав-
нения с младшими индексами, над элементами главной диагонали за-
писываются коэффициенты с убывающими индексами, под элемента-
ми � с возрастающими. 

Условия устойчивости заключаются в требовании положительно-
сти определителя Гурвица и всех его диагональных миноров. Из этого 
правила можно вывести более удобное для практического применения: 
САУ устойчива, если положительны все коэффициенты характеристи-
ческого полинома и предпоследний диагональный минор определителя 
Гурвица (справедливо для систем не выше четвертого порядка). 

Выведем выражение для расчета предпоследнего диагонального 
минора 1n  систем третьего и четвертого порядков. 

Для систем третьего порядка )3( n  характеристический поли-

ном имеет вид:   .01
2

2
3

3 cpcpcpcpH   

Тогда матрица Гурвица запишется как 

 ,

0

0

0

02

13

02

cc

cc

cc

   
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а предпоследний диагональный минор:  

 .3021
13

02
2 cccc

cc

cc
  

Для систем четвертого порядка )4( n :  

   .

0

0
2

30413214
2

10
2

3213

13

024

13

3 cccccccccccccc

cc

ccc

cc

  

Частотный критерий Михайлова. Согласно этому критерию, 

для устойчивости системы n-го порядка необходимо и достаточно, 
чтобы годограф Михайлова обошел в положительном направлении 

(против часовой стрелки) последовательно n квадрантов, нигде не об-

ращаясь в ноль. 
На рис. 7.1, а показаны кривые Михайлова устойчивой системы 

и неустойчивой, у которой нарушена последовательность обхода 
квадрантов комплексной плоскости.  

 

U( )

V( )

n=3устойчива

неустойчива

U( )

V( )

n=3 апериодическая 
граница

колебательная 
граница

U( )

V( )

n=5

D(j )

n = 3 
n = 3 n = 5 

 

а) б) в) 
Рис. 7.1. Кривые Михайлова:  

а � устойчивой и неустойчивой систем; б � систем на границе  
устойчивости; в � неустойчивой системы пятого порядка 

Система находится на апериодической границе устойчивости 

(рис. 7.1, б), если кривая при 0  начинается в начале координат,  
и на периодической границе устойчивости, если кривая при 0  

проходит через начало координат. На рис. 7.1, в представлена кривая 
неустойчивой системы пятого порядка, причем неустойчивость объ-

ясняется фактом нарушения последовательность обхода квадрантов 
комплексной плоскости.  
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Пример 7.1. При помощи критерия Гурвица определить  
устойчивость замкнутой системы по заданной передаточной 

 функции разомкнутой системы      
    ,

111

111

654

321
раз

pTpTpT

pTpTpTK
pW




   

если ;120K  ;02,01 T  ;05,02 T  ;03 T  ;44 T  ;25,05 T  .1,06 T  

Найти запасы устойчивости системы по параметру K  � коэффициен-

ту передачи.  

Числитель и знаменатель передаточной функции  

   
 pA

pB
pW раз  представим в виде полиномов, для этого  

раскроем скобки:       111 321 TpTpTpKpB  

    ,1321
2

323121
3

321  pTTTpTTTTTTpTTTK  отсюда получа-
ем коэффициенты: ,0 Kb    ,3211 TTTKb    ,3212212 TTTTTTKb   

.3213 TTKTb   

Аналогично определяем коэффициенты для знаменателя: ,10 a  

,6541 TTTa   6554542 TTTTTTa  , 6543 TTTa  . 

Подставив заданные значения коэффициента передачи и посто-
янных времени, получим: 

 1200 b ,   ;4,8005,002,0120 21 b  

   ,12,00005,002,01202 b  ;03 b  

 ,10 a  ,35,41,025,041 a  ,425,1025,04,012 a  .1,03 a  

Запишем передаточную функцию разомкнутой системы:  

   .
135,4425,11,0

1204,812,0
23

2





ppp

pp
pW  

Для исследования устойчивости системы, согласно критерию 

Гурвица, замкнем систему, для этого воспользуемся формулой для 
передаточной функции системы, замкнутой отрицательной обратной 

связью в виде:  

  
 
 

 
    .1 раз

раз
зам pBpA

pB

pW

pW
pW





  

Характеристический полином  ,pH  по которому можно судить 
об устойчивости системы, соответствует знаменателю передаточной 
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функции замкнутой системы, его можно получить из передаточной 

функции разомкнутой системы путем сложения полиномов ее числи-

теля и знаменателя. Таким образом, характеристический полином  

в нашем примере будет определяться следующим образом: 

            0011
2

22
3

33 bapbapbapbapH  

 .12175,12545,11,0 23
01

2
2

3
3  pppcpcpcpc  

Для устойчивости системы должно выполняться необходимое 
условие, согласно которому все коэффициенты характеристического 
полинома имеют одинаковый знак. Оно выполняется, все коэффици-

енты положительны. Заполним матрицу Гурвица, порядок которой 

совпадает с порядком системы (в данном случае третий): 

 .

121545,10

075,121,0

0121545,1

0

0

0

02

13

02


cc

cc

cc

 

Согласно критерию Гурвица, нужно, чтобы все главные миноры 

(определители) матрицы были положительны: 

� Первый минор: .0545,121  c  

� Второй минор: .059,71,1269,19
75,121,0

121545,1
2   

� Третий минор: .045,919203  c  

Таким образом, все определители положительны, следователь-
но, система устойчива. 

Определим запасы устойчивости системы относительно задан-

ного параметра � коэффициента передачи. Для этого при вычислении 

коэффициентов характеристического уравнения требуется не под-

ставлять численное значение того параметра, по которому необходи-

мо найти запас, в данном примере � это значение K.  

В этом случае коэффициенты полинома знаменателя разомкну-
той передаточной функции  pA  не изменятся, а полинома числителя 
 pB  примут вид: ,0 Kb   ,07,01 Kb   ,001,02 Kb   .03 b  

Тогда характеристический полином примет вид: 

        .135,407,0425,1001,01,0 23  KpKpKppH  
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Заполним матрицу Гурвица: 

 

.

1425,1001,00

035,407,01,0

01425,1001,0

0

0

0

02

13

02






KK

K

KK

cc

cc

cc

 

Из главных определителей матрицы определяем границы коэф-

фициента передачи: 

� из первого минора � ,0425,1001,021  Kc  т. е. ;1425K  

� из второго минора � 




35,407,01,0

1425,1001,0
2

K

KK
 

;009875,6435,000007,0 2  KK  что справедливо при любом по-
ложительном значении ;K  

� из третьего минора �   ,01 2203  Kc  что также спра-
ведливо при любом положительном значении .K  

Следовательно, система устойчива, запас устойчивости по ко-
эффициенту передачи K  бесконечен: (0, ∞). 

Пример 7.2. Определить устойчивость замкнутой системы из 
примера 7.1 с использованием критерия Михайлова. Определим запа-
сы устойчивости системы относительно заданного параметра � коэф-

фициента передачи, пользуясь тем же критерием.  

Подставим в выражение характеристического полинома вместо р 
комплексную переменную j : 

    12175,12545,11,0 23 ppppH  

  .75,121,0545,112112175,12545,11,0 3223  jjj  

Годограф Михайлова построим примерно, определив координа-
ты пересечения его с осями координат: 

      ;545,1121Re 2 jHU  

      .75,121,0Im 3  jHV  

С учетом того, что годограф Михайлова строится при измене-
нии  от 0 до +, определим неотрицательные корни уравнения 

0)( V :   ,075,121,075,121,0 23   откуда: ,01   

,29,112   и неотрицательные корни уравнения 0)( U : .85,83   
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Получаем координаты пересечения годографа Михайлова с ося-
ми координат (в порядке возрастания частоты): 

1) ;01    ;0V     121U ; 

2) ;85,83   ;0U    ;52,433 V  

3) ;29,112   ;0V .93,75U  

Примерный вид годографа Михайлова для полученных данных 
показан на рис. 7.3. Исследуемая система устойчива.  

Для определения запасов устойчивости по отношению к коэф-

фициенту передачи будем рассматривать, насколько далеко от грани-

цы устойчивости находится система. Система находится на границе 
устойчивости, если годограф Михайлова проходит через начало коорди-

нат при .0  

 

01̀ 



85,83 
29,112 

�

 

Рис. 7.3. Примерный вид годографа Михайлова  
для примера 7.2 

Запишем характеристический полином системы, не подставляя 
численное значение коэффициента передачи K:  

        .135,407,0425,1001,01,0 23  KpKpKppH  

Подставим в выражение характеристического полинома вместо p  

комплексную переменную j : 

             135,407,0425,1001,01,0
23

KjKjKjjH  

     135,407,0425,1001,01,0 23 KKjKj  

   .1,035,407,01425,1001,0 32  KjKK  
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Условие нахождения САУ на границе устойчивости: 

      
      









.01,035,407,01,035,407,0Im

;01425,1001,0Re

23
0

2
0

KKjHV

KKjHU
 

Для устойчивости системы третьего порядка необходимо, чтобы 

при равенстве нулю вещественной части характеристического полинома 
  0U  его мнимая часть была положительной   0V  (рис. 7.3). 

Корень второго уравнения 00   отбрасываем, так как для на-
хождения системы на границе устойчивости годограф Михайлова 
должен пройти через начало координат при .0  

Из первого уравнения выражаем частоту: 
435,1001,0

12
0 




K

K
  

и подставляем во второе: .0
435,1001,0

1
1,035,407,0 





K

K
K  

Приведем к общему знаменателю, получим: 

.0
435,1001,0

09875,6435,000007,0 2





K

KK
 

Очевидно, что условие будет соблюдаться при любых неотрица-
тельных значениях коэффициента передачи, причем числитель данно-
го выражения полностью совпадает с условием, полученным при оп-

ределении запаса устойчивости по критерию Гурвица. 

7.2. Задание на практическое занятие  

7.2.1. Исследовать устойчивость замкнутой системы при помо-
щи критерия Гурвица по заданной передаточной функции разомкну-
той системы согласно варианту. 

7.2.2. Найти запасы устойчивости данной системы по заданному 
параметру.  

7.2.3. Исследовать устойчивость замкнутой системы при помо-
щи критерия Михайлова по заданной передаточной функции разомк-
нутой системы согласно варианту. 

7.2.4. Найти запасы устойчивости данной системы по заданному 
параметру.  
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Варианты индивидуальных заданий согласно номеру студента 
по журналу группы размещены на учебном портале университета  
в электронном курсе по предмету «Теория автоматического управле-
ния». Возможно назначение индивидуальных заданий на усмотрение 
преподавателя. 

Контрольные вопросы 

1. Дайте определение понятию «устойчивость САУ». 

2. Как оценить устойчивость САУ прямым методом оценки? 

3. Какое условие является необходимым для устойчивости сис-
темы? 

4. Дайте определение понятию «граница устойчивости». 

5. Каковы условия нахождения системы на границе устойчиво-
сти согласно критерию Михайлова? 

6. Что собой представляет годограф Михайлова? 

7. Каковы условия нахождения системы на границе устойчиво-
сти согласно критерию Гурвица? 

8. Для систем какого порядка необходимое условие является 
достаточным и почему? 
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ГЛАВА 8. АНАЛИЗ ТОЧНОСТИ  

ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ 

8.1. Теоретические сведения 

В системе управления необходимо обеспечить требования  
не только по условиям устойчивости, но и по условиям качества про-
цессов, в частности, точности, в установившихся и в переходных ре-
жимах ее работы.  

Наиболее полной характеристикой качества системы в устано-
вившемся режиме является установившаяся ошибка. Когда внешние 
воздействия являются функциями времени, установившаяся ошибка  
как вынужденная составляющая ошибки также является функцией вре-
мени. Поэтому в общем случае установившуюся ошибку будем обозна-
чать  .te  Установившаяся ошибка определяется следующим образом: 

    .limуст tete
t 

  

Значение ошибки, которое устанавливается в системе после пода-
чи на ее вход типового задающего воздействия и затухания переходного 
процесса, является основным показателем качества, по которому оцени-

вают и сравнивают системы управления. В качестве типового воздейст-
вия принято использовать следующие виды: ступенчатое, линейно из-
меняющееся, параболическое или синусоидальное. 

Помимо статистических ошибок точность работы систем харак-
теризуется динамическими и переходными ошибками. 

Динамическая ошибка � ошибка в установившемся режиме ра-
боты системы при действии на нее нестационарного сигнала. 

Переходная ошибка � ошибка при работе системы в переходном 

процессе, который возникает при отработке начального рассогласования. 
Динамическая точность работы систем определяется при мед-

ленно изменяющихся входных сигналах (воздействия, число произ-
водных от которых ограничено). 

Сигнал вида   



k

i

i
itatx

0

 относится к медленно изменяющемуся 

воздействию, так как число производных от этого сигнала неравных 
нулю, равно k, а  1k -я производная равна нулю. Гармонический 

сигнал не является медленно изменяющимся, так как число производ-

ных от него равно бесконечности. 
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Переходные процессы в САУ затухают значительно быстрее по 
сравнению с изменением медленно изменяющегося сигнала, поэтому 
и достигается установившейся динамический режим работы системы. 

Наиболее полной характеристикой качества системы в устано-
вившемся режиме является установившаяся ошибка.  

По определению передаточной функции по ошибке преобразо-
вание Лапласа для ошибки системы: 

              ,
!

1

2

1 2
210 pXpC

k
pCpCCpXpWpE k

ke 



     (8.1) 

где  pWe  � передаточная функция системы по ошибке;  pX  � изо-
бражение по Лапласу входного сигнала; iC  � коэффициенты устано-
вившейся ошибки. 

Первое слагаемое в выражении (8.1) называют ошибкой по по-
ложению, а коэффициент 0C  � коэффициентом ошибки по положе-
нию (позиционной ошибки); второе слагаемое � ошибкой по скоро-
сти, а коэффициент 1C  � коэффициентом ошибки по скорости. 

Аналогично, третье слагаемое называют ошибкой по ускорению, а ко-
эффициент 2C  � коэффициентом ошибки по ускорению. 

В области действительной переменной это выражение имеет вид: 

          
.

!

1

2

1
2

2

210 k

k

k
dt

txd
C

kdt

txd
C

dt

tdx
CtxCte     (8.2) 

Число слагаемых в последнем выражении ограничено, так как 
сигнал  tx  является медленно изменяющимся воздействием.  

Для нахождения неизвестных коэффициентов ошибки сущест-
вуют три способа [3]. 

В первом случае используется формула дифференцирования пе-

редаточной функции по ошибке:   .!
0




pe

k

k

k pW
p

kC  

Второй способ � коэффициенты ошибок находятся с помощью 

разложения передаточной функции замкнутой системы  pWзам  в ряд 
по степеням переменной p путем деления числителя передаточной 

функции ошибки на ее знаменатель. 
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Для реализации третьего способа представим передаточную 

функцию ошибки в виде: 

 .
01

1
1

01
1

1

apapapa

bpbpbpb
W

n
n

n
n

n
n

n
n

e 


 








 

Перемножив полином знаменателя на (8.1), получим:  

   





  


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21001

1
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 .01
1

1 bpbpbpb n
n

n
n  

   

Приравняв в данном выражении коэффициенты при одинаковых 
степенях p слева и справа, определяем формулы для последователь-
ного вычисления коэффициентов ошибок: 

 ;
0

0
0

a

b
C   ;

0

011
1

a

Cab
C


  

 
.

2

0

11022
2 a

CaCab
C


  

В инженерных расчетах коэффициенты ошибок удобнее рассчи-

тывать через коэффициенты передаточной функции разомкнутой 
системы, представленной в виде: 

 ,
01

2
2

01
2

2
раз vn

n

m
m

p

K

bpbpbpb

bpbpdpd
W








 

где v  � порядок астатизма системы. 

В астатических системах v  первых коэффициентов ошибок рав-
ны нулю, где v  � порядок астатизма системы. 

При анализе качества работы систем помимо вычисления оши-

бок при медленно изменяющихся сигналах приходится оценивать 
точность и при гармонических воздействиях. В этом случае нельзя 
применять метод коэффициентов ошибок, так как число производных 
от гармонического сигнала не ограничено. При этом для расчета оши-

бок необходимо использовать частотные характеристики. По ампли-

тудно-частотной характеристике ошибки вычисляется амплитуда ко-
лебаний ошибки, по фазочастотной характеристике � сдвиг колебаний 

ошибки относительно входного сигнала. 
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Пример 8.1. Найти динамическую ошибку при входном сигнале 

    2
21 2

1
tttx   следящей системы, передаточная функция кото-

рой в разомкнутом состоянии определяется выражением: 

      .11

1

31

2

pTpT

pT

p

K
pWp 


  

Преобразуем знаменатель передаточной функции:  

  
 

.
1

1

31
2

31

2

TTpTTp

pT

p

K
pWp 


  

Так как порядок астатизма 1 , то коэффициенты ошибок оп-

ределятся в виде: 

 ,00 C  ,
1

1
K

C    .
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2
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2 



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Подставив эти значения и значения производных от входного 

сигнала  
t

dt

tdx
21   и 

 
22

2


dt

tdx
 в выражение (8. 2), получаем: 

     
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   .
111

223121 





 

K
TTT
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Таким образом, очевидно, что при увеличении коэффициента уси-

ления системы и введении форсирующего звена ошибка уменьшается, 
увеличение же постоянных времени инерционных звеньев ухудшает 
динамическую ошибку системы. 

W1 

g(t) e(t) 
W2 

f(t) 

 

Рис. 8.1. САУ с двумя внешними воздействиями 
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Если на систему действуют два внешних воздействия (рис. 8.1) � 

задающее воздействие  tg  и возмущение  ,tf  установившуюся ошиб-
ку  te  можно представить в виде суммы: 

      ,tetete fg   

где  teg  и  te f  � установившиеся ошибки от задающего воздействия 
 tg  и возмущения  tf ; соответственно определяются в виде: 

          
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dt
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Причем  ,00 egg WC      ...;,2 ,1,
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где  pWeg  � передаточная функция по ошибке относительно вхо- 
да  tg  и выхода  ,te  а  pWef  � передаточная функция по ошибке 
относительно входа  tf  и выхода  .te  

Если система обладает астатизмом v -го порядка, то коэффици-

енты ошибок igC  и ifC  при ...,2,1i  можно определить следующим 

образом: 
 

0


p

i

eg

ig
p

pW
C  и 

 
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0


p

i

ef

if
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pW
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Пример 8.2. Для схемы САР, изображенной на рис. 8.1, опреде-
лить значение установившейся ошибки  ,уст te  учитывая установив-
шиеся ошибки по задающему и возмущающему воздействиям, если  

,5,01 W    ,
1

4
2 


pp
W    ttg 1,01  и   .2,0tf  

Так как все производные от  tf  и производные 2-го порядка  
и выше от  tg  равны нулю, то формулы для определения ошибки 

принимают вид: 

      
dt

tdg
CtgCte ggg 10   и    .0 tfCte ff   
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Поэтому для определения искомой ошибки достаточно вычис-
лить коэффициенты ошибок ,0gC  ,1gC  .0 fC  

Передаточные функции ошибки определятся в виде: 

      
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Отсюда   ,000  egg WC    .200  eff WC  Так как ,00 gC   

то коэффициент gC1  вычисляем следующим образом: 
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Определяем ошибку: 

   05,01,05,0 teg ,   ;4,02,02 te f  

       .35,04,005,0  tetete fg  

8.2. Задание на практическое занятие  

8.2.1. Для схемы САР, изображенной на рис. 8.2, определить 
значение установившейся ошибки  ,уст te  учитывая установившиеся 
ошибки по задающему и возмущающему воздействиям. 

 

W1  

g(t)  e(t)  
W2  

f(t)  

W3   

Рис. 8.2. САУ с двумя внешними воздействиями  

для практического занятия 

Варианты индивидуальных заданий: задающее воздействие  ,tg  

возмущающее воздействие  tf  и значения передаточных функций ,1W  

2W  и 3W  согласно номеру студента по журналу группы размещены  
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на учебном портале университета в электронном курсе по предмету 
«Теория автоматического управления». Возможно назначение индиви-

дуальных заданий на усмотрение преподавателя. 

Контрольные вопросы 

1. По каким параметрам оценивается точность САУ? 

2. Как определяется установившаяся динамическая ошибка? 

3. Какие существуют способы нахождения неизвестных коэф-

фициентов ошибки? 

4. В каком случае при анализе точности системы нельзя приме-
нять метод коэффициентов ошибок? 

5. Как называют три первых коэффициента установившейся ди-

намической ошибки?  
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ГЛАВА 9. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ  

ДИСКРЕТНЫХ СИСТЕМ. ПЕРЕДАТОЧНЫЕ  

ФУНКЦИИ РАЗОМКНУТЫХ И ЗАМКНУТЫХ  

ДИСКРЕТНЫХ СИСТЕМ 

9.1. Теоретические сведения 

Наряду с непрерывными системами автоматического управле-
ния (САУ) широкое применение находят системы, в которых имеет 
место дискретный способ передачи и преобразования дискретных 
сигналов. 

В импульсных системах в результате квантования по времени 
непрерывного сигнала  tx  формируется последовательность его дис-
кретных значений (дискрет), соответствующих фиксированным мо-
ментам времени. Обычно эти моменты отстоят друг от друга на посто-
янную величину ,0T  называемую интервалом квантования по времени. 
При этом сформированную последовательность дискрет принято на-
зывать решетчатой функцией  0nTx  целочисленного аргумента.  
При заданном интервале квантования 0T  каждой функции  tx  соот-
ветствует единственная решетчатая функция.  

Очевидно, что для получения математического выражения, опи-
сывающего решетчатую функцию  ,0nTx  необходимо в выражении 

для  tx  выполнить формальную замену непрерывного аргумента t  

на .0nT  Например, непрерывной функции   tetx at   sin  будет соот-
ветствовать решетчатая функция   .sin 00

0 nTenTx
anT  

 

Для решетчатой функции определены ее разности. Первая об-
ратная разность равна: 
       ,1 000 TnxnTxnTx   (9.1) 

а первая прямая разность определяется выражением вида: 
       .1 000 nTxTnxnTx   

Введем в рассмотрение прямую и обратную разности k-го по-
рядка, которые определяются через разности (k � 1)-го порядка  
по формулам: 

       ;1 0
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0 TnxnTxnTx kkk    
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При управлении системой в реальном масштабе времени вели-

чина дискреты   01 Tnx   не может быть определена в текущий мо-
мент времени ,0nTt   поэтому технически реализуется только обрат-
ная разность. Разности решетчатых функций являются аналогами 

производных для непрерывных функций времени. 

Операцией, обратной операции взятия разности, является сумми-

рование решетчатой функции, в результате которого получаем новую 

решетчатую функцию:    .
1

00 



n

i

iTxnTG  Суммы решетчатых функций 

являются аналогами интегралов для непрерывных функций времени. 

Уравнение вида         ,...,,, 0вх000 nTxnTxnTxnTxF k   в ле-
вой части которого записана комбинация решетчатых функций и ее 
разностей, называется разностным уравнением. Поскольку разность 
любого порядка может быть выражена в виде линейной комбинации 

значений решетчатой функции в различные моменты времени, для за-
писи разностного уравнения используется следующая форма: 
            .,1, 0вх000 nTxTknxTnxnTxF   (9.2) 

Любое разностное уравнение может быть разрешено относи-

тельно значения решетчатой функции от наибольшего аргумента: 
                    .,...,,2,1 0вх0000 nTxTknxTnxTnxFnTx    (9.3) 

Очевидно, что (9.3) определяет рекуррентную процедуру чис-
ленного решения разностного уравнения при известных начальных 
условиях       .1...,,,0 00 TnxTxx   

Если комбинация решетчатых функций в (9.2) является линей-

ной, то динамика дискретной системы описывается линейным разно-
стным уравнением k-го порядка [4]: 

          ,...1 0вх00010 nTxTknxaTnxanTxa kk    (9.4) 

в котором 011 ,,,, aaaa kk   � постоянные числа, если система ста-
ционарна, а  0вх nTx  � известная решетчатая функция, описывающая 
входное воздействие. Общее решение уравнения (9.4) представляет 
собой сумму общего решения однородного уравнения  ,0св nTx  полу-
ченного из (9.4) при   ,00вх nTx  и частного уравнения  ,0вын nTx  оп-

ределяемого известной функцией  0вх nTx : 

      .0вын0св0 nTxnTxnTx   (9.5) 
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Первое слагаемое в (9.5), описывающее свободную составляю-

щую движения системы, может быть представлено в виде: 

   ,...22110св
n
kk

nn CCCnTx   

где 011 ,...,,,  kk  � простые корни характеристического уравне-
ния: ,001

1
1  
 aaaa k

k
k

k   а 011 ,,,, CCCC kk   � коэффи-

циенты, зависящие от начальных условий. 

Пример 9.1. Произвести моделирование дискретной системы на 
основе непрерывной системы путем замены дифференциального 
уравнения разностным с периодом квантования 1,00 T  с. Определить 
свободную составляющую решетчатой функции движения такой сис-
темы  ,0св nTy  если непрерывная система описывается дифференци-

альным уравнением: 
      ,)(65
2

2

tuty
dt

tdy

dt

tyd
  где )(tu  � входной 

сигнал, а 1)0( y  и 
 

.5,0
dt

tdy
 

Выполним с шагом квантования 1,00 T  разностную дискрети-

зацию уравнения:  

                .6150122100 nunynynynynyny   

После преобразований получим искомую дискретную модель  
в рекуррентном виде: 

        .01,056,015,12 nunynyny   

Характеристическое уравнение системы: .056,05,12   

Корни уравнения: 7,01   и .8,01   Соответственно собственное 
движение модели:   .8,07,0 10св

nn CCny   

Постоянные С0, С1 найдем, используя координаты начального 
состояния системы:   10 10  CCy  и   .8,07,01 10  CCy  

Значение  1y  определим, используя первую разность: 

 
       ,5,00110  yy

dt

tdy
 откуда   .05,11 y  

Следовательно, ,5,30 C  5,20 C  и   .8,05,27,05,3св
nnny   
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Определяющим признаком, отличающим непрерывную систему 
от дискретной, является наличие в последней импульсного элемен- 

та (ИЭ), который выполняет следующие две операции: квантует  
по времени сигнал и формирует на выходе последовательность моду-
лированных импульсов определенной формы. 

При анализе ИЭ заменяется последовательно соединенным идеа-
лизированным элементом, генерирующим модулированные -функции 

(идеальным импульсным элементом � ИИЭ или квантователем), и экс-
траполятором или формирующим элементом (ФЭ), преобразующим по-
следовательность -функций в последовательность импульсов заданной 

формы. 

Таким образом, импульсная система может быть приведена к со-
единению ИИЭ и непрерывных звеньев, как это показано на рис. 9.1. 

При таком представлении используют понятие приведенной не-
прерывной части (ПНЧ), состоящей из собственно непрерывной час-
ти, последовательно соединенной с формирующим элементом ФЭ.  

 

 

 

 
ИЭ  

ИИЭ  ФЭ  
)(* tx  )(tx  )(txВХ  )(tS  )(ty ВЫХ  

НЧ  

)(pWФЭ  )(pWНЧ  

ПНЧ  
 

Рис. 9.1. Детализированная структурная схема 
импульсной системы 

Передаточная функция ПНЧ определяется выражением: 

      .НЧФЭ pWpWpW   

Приведенная непрерывная часть также может исчерпывающим 

образом характеризоваться своей весовой функцией:     .1 pWLtw   

Выходной сигнал ИИЭ определится в виде:  

      .*
0

00





n

nTtnTxtx   (9.6) 

Обозначим функцию времени, описывающую импульсы на вы-

ходе ФЭ, как  .tS  Считая сигнал  tS  импульсом прямоугольной 

формы скважностью ,1  его можно представить в виде разности  
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несмещенной  t1  и запаздывающей на один такт квантования  01 Tt   

единичных ступенчатых функций: 

      .11 0TtttS   

Тогда, учитывая, что выходной сигнал ФЭ представляет собой 

реакцию на  -функцию, т. е. является функцией веса ФЭ, можно за-
писать: 
       ,ФЭ pStSLpW   

где  ...L  � оператор преобразования Лапласа;  pS  � изображение 
сигнала  .tS   

Таким образом: 

              00ФЭ 1111 TtLtLTttLpW   

 .
111 0

0

p

e
e

pp

pT
pT


 

  

Формирующий элемент с данной передаточной функцией назы-

вают экстраполятором нулевого порядка. 
Выходной сигнал ПНЧ, на вход которой поступают модулиро-

ванные -функции, представляет собой непрерывный сигнал, равный 

сумме смещенных функций веса ПНЧ: 

      .
0

0ПНЧ0вхвых 





n

nTtwnTxty   (9.7) 

Уравнение (9.7) представляет собой уравнение импульсной сис-
темы во временной области, позволяющее определить выходной сиг-
нал системы при известном входном воздействии.  

С учетом (9.6) можно определить изображение по Лапласу 
входной величины ПИЭ: 

          








 


0
00*)*

n

nTtnTxLtxLpx  

     .
0

0
0

0 dtenTtnTx pt

n





   
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Поскольку   00  nTt  при всех t, отличных от ,0nT  оконча-
тельно имеем: 

       ,*
0

00
0





 
n

pnT
nTxDenTxpx   (9.8) 

где D{�} � символ дискретного преобразования Лапласа или  

D-преобразования. Следовательно, непрерывное преобразование Лапла-
са (L-преобразование) модулированной последовательности -функций 

равно дискретному преобразованию Лапласа (D-преобразованию) соот-
ветствующей решетчатой функции: 

        .*** 0nTxDtxLpx   

Если в (9.8) 0pT
e  заменить на z, то получим формулу так назы-

ваемого Z-преобразования для дискретных значений сигнала: 
      0nTxZzx  

         ,...20 2
0

1

0
00  





 zTxzTxxznTx
n

n  (9.9) 

где комплексные переменные p и z связаны между собой следующим 

образом:  

 0pT
ez   и .ln

1

0

z
T

p    (9.10) 

По аналогии с непрерывными системами введем в рассмотрение 
передаточную функцию разомкнутой дискретной системы  zW   

(рис. 9.7) как отношение Z-изображений выходного и входного сигна-
лов при нулевых начальных условиях: 

    
  ,

вх

вых

zx

zy
zW   (9.11) 

где     ,0вых nTyZzy       .0вх nTхZzx   

В разомкнутой дискретной САУ сигналы  txвх и  tyвых  � не-
прерывные функции времени, а формула (9.11) определяет связь не 
между ними, а между соответствующими решетчатыми функциями 

 0вх nTх  и  .0вых nTy  
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Рис. 9.2. К определению дискретной  

передаточной функции 

Из выражения (9.7) следует, что Z-передаточная функция ра-
зомкнутой импульсной системы равна Z-преобразованию дискретной 

весовой функции ПНЧ  ,0ПНЧ nTw  т. е. 

         .
0

0ПНЧ
0

0ПНЧ








 










nn

n nTttwLznTwzW  (9.12) 

Формула (9.12) используется при вычислении Z-передаточных 
функций разомкнутых импульсных систем. 

Так как Z-преобразование обладает свойством линейности, то  
в случае, если  pW  � дробно-рациональное выражение, вычисление 
Z-передаточных функций можно проводить следующим образом: 

� передаточную функцию  pW  разложить на простейшие дроби: 

        ;21 pWpWpWpW n   

� для каждой простейшей дроби   nipWi ,,2,1,   с помощью 

таблицы найти Z-преобразование:      ;,2,1, nizWZzW ii   

� по теореме линейности Z-преобразования записать 
       pWzWzWzW n ...21  и провести необходимые преобразо-

вания. 
Пример 9.2. Необходимо определить дискретную передаточную 

функцию разомкнутой системы  W z  с периодом дискретизации 0T , 

если передаточная функция приведенной непрерывной части опреде-

ляется выражением    .1

1
ПНЧ 


pp

pW   

Для этого следует выполнить преобразование: 

         .
0

ПНЧ
1

ПНЧ









 

nTt
pWLZpWZzW   



 70

Вычислим непрерывную функции веса ПНЧ, представив выра-
жение для передаточной функции ПНЧ в виде суммы элементарных 
дробей: 

       .1
1

11

1

1 11
ПНЧ

tet
pp

L
pp

Ltw  




















  

Соответствующая решетчатая весовая функция: 

       .1 0
0

0
ПНЧ0ПНЧ

nT
enT

nTt
twnTw 


   

Взяв Z-преобразование от  ,0ПНЧ nTw  получим: 

               00
000ПНЧ 11

nTnT
eZnTZenTZnTwZzW   

 
 

  .1

1

1 0

0

0 T

T

T
ezz

ez

ez

z

z

z





 








  

Рассмотрим пример определения дискретной передаточной 
функции с учетом формирующего элемента. 

Пример 9.3. Определить дискретную передаточную функцию ра-
зомкнутой системы  zW  с периодом дискретизации ,0T  если переда-

точная функция непрерывной части системы имеет вид:   ,НЧ
p

k
pW    

а в качестве ФЭ используется экстраполятор нулевого порядка. 
Передаточная функция ПНЧ такой системы согласно равна: 

    .1
НЧПНЧ

0

pW
p

e
pW

pT
  

Следовательно, 

         

















 




p

pW
ZpW

p

e
ZpWZzW

pT
НЧ

НЧПНЧ

01
 

 
     




























 


p

pW
Zz

p

pW
Z

p

epW
Z

pT
НЧ1НЧНЧ

0

 

    
.1 НЧ1













 

p

pW
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В случае для указанной � в условии настоящего примера имеем: 

    
 

.
11

1
1 0

2

0

2

1
















 

z

kT

z

zT

z

z
k

p

k
ZzzW  

При определении передаточной функции замкнутой дискретной 

системы необходимо учитывать расположение квантователя в струк-
турной схеме. Рассмотрим систему с квантованием сигнала ошибки 

(рис. 9.3). 

 txвх  tx   tyвых   pW1
 

 

tx *  

 pW2  

0T  

 Δ 

 

Рис. 9.3. Структура замкнутой дискретной САУ  

с квантованием сигнала ошибки 

Так как звенья  pW1  и  pW2  не разделены квантователем, то  
по правилам преобразования структурных схем дискретных систем 

дискретная передаточная функция разомкнутой системы равна: 
         .

2,121раз zWpWpWZzW   

В общем случае произведение Z-передаточных функций не рав-
но Z-преобразованию от произведения непрерывных передаточных 
функций:      .2,121 zWzWzW   

Для данной структуры передаточная функция замкнутой систе-
мы  zWзам  и передаточная функция по ошибке  zWош  определятся  
в виде: 

    
 

 
 

 
  ,11 2,1

1

раз
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вх

вых
зам

zW

zW

zW

zW

zx
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zW





     .1

1

2,1

ош
zW

zW


  

Пример 9.4. Для системы с периодом дискретизации ,0T  струк-
тура которой приведена на рис. 9.3, определить передаточную функ-
цию замкнутой САУ и передаточную функцию по ошибке, если 

 
p

K
pW 1

1   и   .2
2

p

K
pW   
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Для системы, рассматриваемой в данном примере: 

   ;
1

11
пр 








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
z
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p

K
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 
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1
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02121
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
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








z

zTKK

p

KK
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Следовательно, передаточная функция замкнутой САУ опреде-
лится в виде: 
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 
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а передаточная функция по ошибке: 

  

 








2
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1
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Определив данные дискретные передаточные функции и зная 
Z-изображение входного сигнала, можно вычислить Z-изображение 
выходного сигнала выхy  или сигнала ошибки Δx: 

 )()()( вхзамвых zxzWzy   и .)()()( вхош zxzWzx   

По Z-изображениям сигналов системы могут быть найдены  
соответствующие решетчатые функции. Такая операция представляет 
собой обратное Z-преобразование, символическое обозначение кото-
рой �  .1 Z  

Не следует забывать, что получаемая в результате обратного  
Z-преобразования решетчатая функция  0nTx  определяет значения 
непрерывного сигнала  x t  только в дискретные моменты времени 

.0nTt   Поэтому для полного описания функции  x t  необходимо ис-
пользовать дополнительную информацию о поведении системы, либо 
применять методы, позволяющие вычислить величину  x t  внутри 

интервалов квантования. 
По изображению  zx  произвольного вида значения  0nTx  мо-

гут быть вычислены путем разложения  zx  в ряд Лорана (в ряд  
по убывающим степеням (z)): 

     4
1

3
1

2
1

1
10 zczczczcczx .  (9.13) 
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Сравнивая приведенный ряд с (9.4), получим: 

         3020100 3;2;;0 cTxcTxcTxcx    

и т. д. 
Поскольку для каждого изображения  x z  в ряд (9.13) является 

единственным, оно может быть осуществлено любым способом, на-
пример, по формулам: 

   2
3

2
10 lim;lim;lim zсxzсzxс

zzz 
   

и т. д. 
Наиболее простым приемом нахождения коэффициентов ряда (9.6) 

в случае, когда  zx  представлено в виде дробно-рациональной функции: 

    
  ,

...

...

01
1

1
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1
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azazaza

zB
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k
k

k
k

l
l

l
l




 



   (9.14) 

является деление числителя  zA  выражения (9.14) на знаменатель  .zВ  

Пример 9.5. Построить график решетчатой переходной функ-
ции  0nTh  системы с передаточной функцией приведенной непре-

рывной части:   .
5,0

5,1
ПНЧ 


z

zW  

Переходная функция  th  � это реакция системы на единичный 

ступенчатый сигнал  ;1 t  для дискретных САУ решетчатая переход-

ная функция  0nTh  � реакция приведенной непрерывной части сис-
темы на единичную решетчатую функцию  ,1 0nT  Z-изображением 

которой является выражение .
1z

z
 

Тогда Z-изображение решетчатой переходной функции: 

        .
5,05,0

5,1

15,0

5,1

1 2ПНЧ 



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


zz

z

zz

z

z

z
zWzh  

Результат деления полинома, стоящего в числителе  h z , на по-
лином в знаменателе, представлен на рис. 9.4. 
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Рис. 9.4. Результат деления полиномов 

Коэффициенты полученного степенного ряда определяют сле-
дующие дискреты переходной решетчатой функции:  :0nTh    ;00 h  

  ;5,10 Th    ;75,02 0 Th    125,13 0 Th  и т. д. Полученная решетчатая 
переходная функция изображена на рис. 9.5. 
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Рис. 9.5. Решетчатая переходная функция  
для примера 9.5 

Использование любого из предложенных методов расчета дис-
крет решетчатой функции не ограничено какими-либо условиями  

к виду  ,zx  но не дает возможности записать выражение для  0nTx   

в виде компактной функции натурального аргумента n. 

Такая функция может быть получена на основании формулы об-

ратного z-преобразования (формулы обращения): 

     ,
2

1 1

Г
0 dzzzx

f
nTx

n


   (9.15) 

где замкнутый контур интегрирования Г на плоскости Z охватывает 
особые точки   .1nzzx  
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Вычисление интеграла (9.15) может быть осуществлено с ис-
пользованием формулы Коши в полюсах  zx :  

     . Res 1

1
0




 n
K

i

zzxnTx   (9.16) 

Вычет в простом полюсе 0z  находится по формуле 

       ,lim Res 1
0

1

0





  n

zz

n zzxzzzzx   (9.17) 

а вычет в полюсе кратности S: 

          .lim
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1
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S
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Если полюса изображения (9.16) простые, ,kl   а полином  

в числителе может быть представлен в виде    ,0 zAzzA   то (9.15) 

преобразуется к виду: 

    
  .

1

0
0 
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n
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i z
zB

zA
nTx   (9.19) 

Пример 9.6. Определить выражение для решетчатой переход-

ной функции  ,0nTh  если ее Z-изображение   .
5,05,0

5,1
2 


zz

z
zh  

Используя формулу (9.18), имеем:   ;5,1 zzA     ;5,10 zA  

  ;5,05,02  zzzB    ;5,02  zzB  ;2k  ;5,01 z  .12 z  Тогда 

        .5,011
5,012

5,1
5,0

5,05,02

5,1
0

nnn
nTx 





  

Рассчитанные по полученному выражению значения дискрет, 
как и следовало ожидать, совпадают с вычисленными в предыдущем 
примере. 

Если все условия, ограничивающие применение (9.19), выпол-
няются, за исключением того, что полином  zA  не имеет нулевого 
корня, то искомая решетчатая функция определяется по формуле 

    
  ,

1

1
0 








k

i

n
i

i

i z
zB

zA
nTx  (9.20) 

которую можно использовать для .1n  При этом величину  0x  сле-
дует находить по теореме о начальном значении. 
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Пример 9.7. Определить выражение для решетчатой переход-

ной функции  ,0nTh  если ее z-изображение   .
127

2
2 




zz

z
zh  

Начальное значение решетчатой функции равно: 
    .0lim0 


zxh

z
 Для определения предыдущих значений по (9.20) 

полагаем:   ;2 zzA    ;1272  zzzB  ;2k  ;31 z  .42 z   

Тогда   .3424
742

24
3

732

23 )1()1()1()1(
0

 







 nnnnnTh   

В соответствии с полученным выражением для  0h nT  имеем: 

  ;10 Th    ;52 0 Th    233 0 Th  и т. д. 

Если число нулей равно числу полюсов (9.14) (порядок полино-
мов  zA  и  zB  одинаковый), следует, разделив  zA  на  ,zB  пред-

ставить  zx  в виде суммы составляющей нулевого порядка и дробно-
рационального остатка. При этом первое слагаемое определяет вели-

чину  ,0x  а по второму, используя формулу (9.18), можно вычислить 
искомую решетчатую функцию. 

Пример 9.8. Определить выражение для решетчатой переход-

ной функции  0nTh  разомкнутой дискретной САУ, передаточная 

функция ПНЧ которой равна:   .
1

1
ПНЧ 


p

pW  Период дискретизации 

10 T  с. 
Передаточная функция дискретной системы: 
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Z-изображение переходной функции: 

    
  

 
  .

1
1

11 00

00

0 2

2

TT

TT

T
eezzz

eez

ezz

z

z

z
zWzh





 








  

В соответствии с формулой (9.17) можно записать: 
;)1()( 00 TT

eezzA
      ;12 0T

ezzB
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Тогда        .1 000 2 TTT
eezzzezzzh
   
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Начальное значение решетчатой функции:   .10 h  Для 1n  

справедливо:  
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Величины дискрет:   ;368,11 h    ;504,12 h    55,13 h  и т. д.  

На рис. 9.6 приведен график решетчатой функции  0nTh  и возмож-

ный вид графика функции  th  (штриховая линия). 
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Рис. 9.6. Переходная функция  
для примера 9.8 

Устойчивость замкнутой линейной системы зависит от распо-
ложения корней характеристического уравнения на комплексной 

плоскости р. Условие устойчивости заключается в том, что все корни 

должны находиться в левой полуплоскости. Так как дискретные сис-
темы с АИМ являются линейными, указанное условие распространя-
ется на них [1]. 

Каждому корню ip  на плоскости р, согласно (9.10), соответству-
ет корень iz  на плоскости z. Очевидно, что любой из р-корней, лежа-
щий на мнимой оси, определяет z-корень, для которого ,1z  и кото-
рый, следовательно, расположен на единичной окружности, 

проведенной из начала координат комплексной плоскости z (рис. 9.7).  
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Рис. 9.7. Области устойчивости на плоскостях p и z 

Всем корням ip  с отрицательными вещественными частями со-
ответствуют z-корни, у которых .1iz  Если же вещественная часть 
корня ip  положительна, то .1iz  Таким образом, замкнутая линей-

ная дискретная система устойчива, если все z-корни ее характеристи-

ческого уравнения лежат внутри круга единичного радиуса с центром 

в начале координат. 
Так, для примера 9.1 было найдено характеристическое уравне-

ние системы: .056,05,1
2   Корни уравнения положительные: 

7,01   и ,8,01   следовательно, данная система будет устойчива. 
Пример 9.10. Оценить устойчивость замкнутой дискретной сис-

темы, структурная схема которой приведена на рис. 9.8. 
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Рис. 9.8. Структура замкнутой дискретной САУ  

для примера 9.10 

Передаточные функции в непрерывной части системы равны: 

 
12

4
1 


p

pW  и   .
15

1
1 


p

pW  В качестве формирующего элемента 

используется экстраполятор нулевого порядка. Период квантования:  
4,00 T  с. 
Опустив предварительные вычисления, аналогичные предыду-

щему примеру, получим передаточную функцию замкнутой системы: 

   .
235,0514,03,0

109,71078,8
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33
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Полюса полученной передаточной функции � корни характери-

стического уравнения (знаменателя) .221,0856,02,1 jz   

Величина модуля комплексно-сопряженных корней: 

    .1884,0221,0856,0
22

2,1 z   

Так как все три корня находятся внутри единичного круга, мож-

но сделать заключение, что система устойчива. 
Для дискретных систем порядок характеристического уравнения 

превышает третий, определение корней этих уравнений представляет 
собой достаточно трудную задачу. Это обуславливает широкое при-

менение косвенных методов оценки устойчивости (критериев устой-

чивости), не предполагающих вычисление корней характеристическо-
го уравнения. 

Билинейное преобразование: 

 
1

1





z

z
w  и 

w

w
z





1

1
  (9.20) 

переводит точки единичной окружности на плоскости z в точки, ле-
жащие на мнимой оси плоскости w, и, наоборот. Любой точке, рас-
пложенной внутри этой окружности, согласно (9.20), соответствует 
точка левой полуплоскости w, а точки, находящиеся вне окружности, 

отображаются в точки, принадлежащие правой полуплоскости w. 

Следовательно, условие устойчивости дискретной САУ, связан-

ное с принадлежностью z-корней характеристического уравнения 
0)( zC  единичному кругу, равносильно условию принадлежности 

левой w-полуплоскости корней уравнения ,0)( wC  полученного  
из исходного уравнения путем билинейного преобразования. 

Поэтому при использовании билинейного преобразования усло-
вия устойчивости непрерывных систем можно использовать для дис-
кретных систем управления, например, критерий устойчивости Гур-
вица. Для этого в характеристическом уравнении выполняем 

подстановку ,
1

1

w

w
z




  при этом получаем характеристическое урав-

нение. в форме билинейного преобразования: 

 ,0... 01
1

1  
 cwcwcwc k

k
k

k  

по которому составляем определитель Гурвица и определяем устой-

чивость так же, как и для непрерывных систем. Линейная дискретная 
система устойчива, если при 0kc  определитель Гурвица  
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и все его диагональные миноры положительны. В частности, крите-
рий Гурвица позволяет найти критические по устойчивости значения 
параметров дискретных систем. 

9.2. Задание на практическое занятие  

9.2.1. Вычислить Z-преобразование для функции времени, изо-

бражение Лапласа которой   
 

.
11

2 


pTp

k
tfL  Разложить изображе-

ние на простые дроби. Использовать таблицу Z-преобразований. 

9.2.2. Произвести дискретизацию непрерывной системы по ее 
дифференциальному уравнению. Период дискретизации принять 

1,0T  с. Определить свободную составляющую решетчатой функции 

движения такой системы  .0св nTy  Оценить устойчивость по корням 

характеристического уравнения. 
9.2.3. Определить разомкнутую дискретную передаточную 

функцию для системы по передаточной функции приведенной непре-
рывной части  pWПНЧ  с периодом дискретизации .0Т  Оценить устой-

чивость при замыкании относительно заданного параметра. 
9.2.4. Дано w-преобразование дискретной функции времени 

   
.

4

1
3

22
0

w

wwaT
wF


  Определить исходную дискретную функцию вре-

мени, используя билинейное преобразование .
1

1





z

z
w  

9.2.5. Определить дискретную передаточную функцию разомк-
нутой системы  zWраз  с периодом дискретизации 0T  по ее передаточ-
ной функции непрерывной части  ;НЧ pW  в качестве ФЭ использо-
вать экстраполятор нулевого порядка. Оценить устойчивость при 

замыкании. 

9.2.6. Определить выражение для решетчатой переходной функ-
ции  0nTh  разомкнутой дискретной САУ по ее передаточной функ-
ции приведенной непрерывной части  .ПНЧ pW  Построить график 
функции  0nTh  для ее первых пяти значений, считая период дискре-
тизации 10 T  с. 



 81

9.2.7. По дискретной передаточной функции  zWраз  оценить  
устойчивость замкнутой дискретной САУ с помощью критерия Гур-

вица, используя билинейное преобразование .
1

1

w

w
z




  

Варианты индивидуальных заданий согласно номеру студента 
по журналу группы размещены на учебном портале университета  
в электронном курсе по предмету «Теория автоматического управле-
ния». Возможно назначение индивидуальных заданий на усмотрение 
преподавателя. 

Контрольные вопросы 

1. Приведите определение решетчатой функции. 

2. Приведите определение дискретного преобразования Лапласа. 
3. Приведите определение Z-преобразования. 
4. Приведите определение дискретной передаточной функции. 

5. Приведите определение дискретной передаточной функции 

приведенной непрерывной части. 

6. Сформулируйте условие устойчивости дискретных систем. 

7. Приведите формулу билинейного преобразования.  
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ГЛАВА 10. МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ  

НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ 

10.1. Теоретические сведения 

Нелинейной системой автоматического управления называется 
такая система, которая содержит хотя бы одно звено, описываемое 
нелинейным дифференциальным или алгебраическим уравнением 

(рис. 10.1). 

    tx                                      ty  txF

 

Рис. 10.1. Условное обозначение  
нелинейного звена 

Статические нелинейные элементы � это такие элементы сис-
темы автоматического управления, выходная переменная которых не 
зависит от скорости изменения входной величины (табл. 10.1). 

Таблица 10.1 

Статические нелинейные элементы 

Звено с насыщением (ограничение) 
Характеристика Уравнение нелинейного звена 

 
                         

                           

    

                         

y
c

-b                   b     x
-c�с 

� 

 

 
















bxc

bxx
b

c

bxc

xy

   при     

;  при   

;   при     

 

Реле с зоной нечувствительности 

Характеристика Уравнение нелинейного звена 
  

                          y

                           c

    -b                    b     x

                         
-c

� 

�с 

 

 













bxc

bxb

bxc

xy

   при     

;  при   0

;   при     
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Окончание табл. 10.1 

Идеальное релейное звено 
Характеристика Уравнение нелинейного звена 

  
                               y

                                

-c

                     x

                              

c

�с 

 

 














bxc

x

bxc

xy

   при     

;0  при   0

;   при     

 

 

Динамические нелинейные элементы � это такие элементы сис-
темы автоматического управления, выходная переменная которых за-
висит не только от величины входного воздействия, но и от скорости 

его изменения (табл. 10.2).  

Таблица 10.2 

Динамические нелинейные элементы 

Звено с насыщением (ограничение) 
Характеристика Уравнение нелинейного звена 

  
                                      y

                                   c

    -b                             b         x

                                      -c�с 

�b 

 

 





























   
при

;при
0   при

;при
;при

0   при  

bxc

bxc

dt

dx

bxc

bxc

dt

dx

xy  

Нелинейное звено типа «люфт» 

Характеристика Уравнение нелинейного звена 
 y 

c 

-b                         b          x  

-c �с 

�b 

 

 
 

 












0   при   

;0   при   

dt

dx
bxk

dt

dx
bxk

xy  

 













0  и  0   при   

;0  и  0   при   

dt

dy

dt

dx
c

dt

dy

dt

dxс
xy  
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Окончание табл. 10.2 

Нелинейное звено типа «Вязкое трение» 

Характеристика Уравнение нелинейного звена 

 
                        ТрВF

                       V

 

,sign
2

Втр VkVF   

где V  � скорость движения объекта; k  � ко-
эффициент пропорциональности. Направле-
ние ВТрF  противоположно скорости движе-
ния объекта 

Нелинейное звено типа «Сухое трение» 

Характеристика Уравнение нелинейного звена 
 

b1

Fс.тр
a1

f

-f

-a

-b�b 

�a 

 

VfF sign стр   

 

Поведение нелинейных систем при наличии существенных не-
линейностей значительно отличается от поведения их линейных мо-
делей [6]. В отличие от линейных систем автоматического управления 
в нелинейных системах не выполняется принцип суперпозиции для 
математических моделей. Правил преобразования структурных схем, 

аналогичных для линейных систем, в общем случае не существуют. 
Так как не существуют общие методы решения нелинейных диффе-
ренциальных уравнений то, как правило, исследования нелинейных 
систем носят качественный, приближенный характер. 

Особенности нелинейных систем включают следующее: 
1. Выходная величина нелинейной системы непропорциональна 

входному воздействию; форма реакции системы зависит от величины 

входного воздействия. 
2. Характер процессов в нелинейной системе определяется ве-

личиной начального отклонения, вызванного возмущением. В связи  

с этим для нелинейных систем существуют понятия об устойчивости 

«в малом», «в большом», «в целом». 
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3. Для нелинейных систем характерен режим незатухающих пе-
риодических колебаний с постоянной амплитудой и частотой (авто-
колебаний), возникающий в системах при отсутствии периодических 
внешних воздействий.  

Система устойчива «в малом», если она устойчива при малых 
(бесконечно малых) начальных отклонениях. Система устойчива  
«в большом», если она устойчива при больших (конечных по величи-

не) начальных отклонениях. Система устойчива «в целом», если она 
устойчива при любых больших (неограниченных по величине) на-
чальных отклонениях. 

4. При затухающих колебаниях переходного процесса в нели-

нейных системах происходит изменение периода колебаний. 

5. В нелинейных САУ может существовать несколько устано-
вившихся движений (невозмущенных движений), устойчивость каж-

дого из которых должна изучаться в отдельности. 

6. Устойчивость того или иного невозмущенного движения не-
линейной САУ зависит от величины начальных условий. 

7. В нелинейных САУ возможен режим незатухающих устойчи-

вых собственных колебаний, называемых автоколебаниями. 

Рассмотрим далее некоторые методы исследования динамиче-
ских свойств нелинейных САУ, получившие наибольшее применение 
для их анализа и синтеза. 

К основным задачам исследования нелинейных систем отно-
сятся [8]: 

1) отыскание возможных состояний равновесия системы и ис-
следование их устойчивости; 

2) определение автоколебаний и анализ их устойчивости; 

3) исследование процессов перехода системы к тому или иному 
установившемуся состоянию при различных начальных отклонениях. 

Все инженерные методы исследования нелинейных систем раз-
деляются на две основные группы: 

� Точные методы, например, метод А. М. Ляпунова, метод фазо-
вой плоскости, метод точечных преобразований, частотный метод 

В. М. Попова, основаны на точном решении нелинейного дифферен-

циального уравнения, может быть и упрощенного. 
� Приближенные методы, такие как метод гармонической ли-

неаризации, метод статистической линеаризации, основаны на линеа-
ризации нелинейного уравнения системы. 
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Мощным и эффективным методом исследования нелинейных 
систем является моделирование, инструментарием которого служит 
компьютер. В настоящее время многие сложные для аналитического 
решения теоретические и практические вопросы сравнительно легко 
могут быть решены с помощью вычислительной техники. 

Будем рассматривать класс нелинейных систем, который харак-
теризуется следующими особенностями: 

1. В системе автоматического управления можно выделить ли-
нейную часть (ЛЧ) � это составная часть системы, которая описыва-
ется линейными дифференциальными уравнениями. 

2. В системе управления можно выделить единственный нели-
нейный элемент (НЭ). 

Структурную схему нелинейной системы управления можно 
стремиться представить следующим образом (рис. 10.2). 

 

 tg   
НЭ

 

 

 

  ty     te   

ЛЧ

 

Рис. 10.2. Структурная схема нелинейной системы 

Методы фазового пространства относятся к наиболее ранним 
точным аналитическим методам теории нелинейных систем. Можно 
отметить метод фазовой плоскости и метод точечных отображений 
или преобразований [1].  

Фазовым пространством называется пространство, по осям ко-
ординат которого отложены переменные, характеризующие состоя-
ние динамической системы. Если движение системы описывается 
дифференциальным уравнением n-го порядка, то состояние этой сис-
темы в любой момент времени можно характеризовать некоторой 
точкой n-мерного фазового пространства, по осям которого отложены 

одна из координат системы и  1n   ее производных. Точка, характе-
ризующая состояние системы, называется изображающей точкой.  

Если уравнения системы управления представлены в нормаль-
ной форме, то вектор состояния системы однозначно определяет ее 
состояние. Каждому состоянию системы в пространстве состояний 
соответствует точка. Точка, соответствующая текущему состоянию 
системы, называется изображающей точкой. При изменении состоя-
ния изображающая точка описывает траекторию. Эта траектория на-
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зывается фазовой траекторией. Совокупность фазовых траекторий, 
соответствующая всевозможным начальным условиям, называется 
фазовым портретом.  

Наглядно фазовую траекторию и фазовый портрет можно пред-

ставить в случае двухмерного фазового пространства. Двухмерное 
фазовое пространство называется фазовой плоскостью.  

Фазовая плоскость � это координатная плоскость, в которой по 
осям координат откладываются две переменные (фазовые координа-
ты), однозначно определяющие состояние системы второго порядка.  

Метод анализа и синтеза системы управления, основанный на по-
строении фазового портрета, называют методом фазовой плоскости.  

Метод фазовой плоскости используется для исследования систем 

второго порядка и заключается в построении фазовых портретов на 
плоскости. Для этого из уравнений состояния исключается время и оп-

ределяются уравнения фазовых кривых. Задача становится достаточно 
простой, если рассматривается система с кусочно-линейной характери-

стикой нелинейного элемента. В этом случае в разных областях фазовой 

плоскости система описывается линейными уравнениями, в соответст-
вии с которыми строятся фазовые траектории, в дальнейшем «сшиваю-

щиеся» по линиям переключения, определяемым видом нелинейной ха-
рактеристики. 

При исследовании нелинейных систем высокого порядка их ап-

проксимируют системами второго порядка с эквивалентным запазды-

ванием. 

Для изображения процессов на фазовой плоскости нелинейное 
уравнение, описывающее систему, заменяют эквивалентными урав-
нениями первого порядка вида: 

 












,

);,(

y
dt

dx

yxF
dt

dy

 (10.1) 

где x, y � координата системы и ее первая производная; ),( yxF  � не-
линейная функция. 

Разделив первое из уравнений (10.1) на второе, получим диффе-
ренциальное уравнение, из которого исключено время t: 

 .
),(

y

yxF

dx

dy
  (10.2) 
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Решение данного уравнения  xFy   определяет уравнение фа-
зовой траектории, которая графически изображается на фазовой 

плоскости  ., yx  Каждой совокупности начальных условий  00 , yx  

соответствуют свое решение и своя фазовая траектория. Семейство 
фазовых траекторий характеризует все возможные виды переходных 
процессов в данной системе управления при любых начальных усло-
виях и образует ее фазовый портрет. 

Основные свойства фазовых траекторий вытекают из выра-
жения (10.2): 

1) если  yxF ,  определена и непрерывна в некоторой области  

и имеет непрерывные частные производные по своим аргументам,  

то через всякую точку фазовой плоскости, за исключением особых 
точек, проходит единственная фазовая траектория. Это означает, что 
фазовые траектории не пересекаются между собой; 

2) так как при 0y  производная 0
dt

dx
 и x только возрастает, 

то в верхней фазовой полуплоскости при возрастании времени t изо-
бражающая точка движется слева направо. Соответственно в нижней 

полуплоскости движение происходит справа налево. Направление 
движения на траекториях показывают стрелками; 

3) в точках, где ,0y    0, yxF  (неособых точках на оси абс-
цисс), фазовые траектории пересекают ось под прямым углом. 

Пример 10.1. Изобразим на фазовой плоскости переходный 

процесс и автоколебания в автоматической системе (рис. 10.2), ли-

нейная часть которой задана передаточной функцией 

   ,1
ЛЧ 


Tpp

k
W  

а нелинейный элемент � статической  .НЭ xFy   

В качестве координат фазовой плоскости выбираем отклонение 

управляемой величины x и скорость ее изменения .
dt

dx
y   Запишем 

для ошибки x дифференциальное уравнение системы, описывающее 
ее свободное движение: 

 
      ,0
2

2

 xkF
dt

tdx

dt

txd
T  
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которое заменяем эквивалентными уравнениями первого порядка: 

 
 













.

;
1

y
dt

dx

xF
T

k
y

Tdt

dy

 (10.3) 

Разделив первое из уравнений (10.3) на второе, получаем диф-
ференциальное уравнение фазовых траекторий: 

 
 

.
1

y

xF

T

k

Tdx

dy
  (10.4) 

По фазовому портрету можно судить о характере переходных 
процессов [10]. В частности, по фазовой траектории можно построить 
без расчетов качественно временную характеристику � кривую зави-
симости x1 от времени, и, наоборот, по временной характеристике 
можно качественно построить фазовую траекторию.  

В качестве примера сначала по фазовой траектории построим 
временную характеристику, а затем по временной характеристике � 
фазовую траекторию. Пусть задана фазовая траектория (рис. 10.3, а). 
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а) б) 
Рис. 10.3. Построение временной характеристики (а)  

по фазовой траектории (б) 

Отметив на ней характерные точки (начальную точку (A), точки 
пересечения с осями координат (B, C, D, E)), нанесем соответствую-
щие им точки на временной плоскости и соединим их плавной кривой 
(рис. 10.3, б).  

Пусть теперь задана временная характеристика (рис. 10.4, а). 
Отметив на ней характерные точки (начальную точку (A), точки экс-
тремума (C, E) и точки пересечения с временной осью (B, D)), нане-
сем соответствующие им точки на фазовую плоскость и соединим их 
плавной кривой (рис. 10.4, б). 
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а) б) 
Рис. 10.4. К построению фазовой траектории (б)  

по временной характеристике (а) 

Рассмотрим примеры построения фазовых траекторий.  
Пример 10.2. Построить фазовый портрет нелинейной системы, 

изображенной на рис. 10.5, считая, что ,
2

2

u
dt

yd
  .0 yge   Переда-

точная функция линейной части определятся как   ,
2ЛЧ

p

k
pW   а не-

линейным элементом является реле с зоной нечувствительности, ко-
торое описывается следующими уравнениями: 

 














.   при     1,

;  при   0,

;   при    ,1

ae

ae

aу
u  

 

g=0
WЛЧ

 e  
НЭ

 

 

 

y   u
-a

a

g = 0 
НЭ 

 

Рис. 10.5. Система с нелинейным элементом  
вида «реле с зоной нечувствительности» 

Введем новые переменные: ,
2

2

u
dt

yd
  .,

dt

dx
yex   В новых  

переменных уравнения системы примет вид: 
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Разобьем фазовую плоскость на три области I, II, III прямыми 

ax   и ay   (рис. 10.6). В пределах каждой области const.u  

Разделив в последней системе второе уравнение на первое  
и проинтегрировав его, получим:  

 .22 Cuxy   

В области I  ax   ,1u  и уравнение фазовых траекторий 

имеет вид ;2 1
2 Cxy   оно определяет семейство парабол, направ-

ленных вправо. В области II  ax   ,0u  и уравнение фазовых тра-
екторий имеет вид ,2

2 Cy   оно определяет семейство прямых, па-
раллельных оси абсцисс. В области III  ax   ,1u  и уравнение 
фазовых траекторий имеет вид ;2 3

2 Cxy   оно определяет семей-

ство парабол, направленных влево.  
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Рис. 10.6. Фазовый портрет системы  

к примеру 10.2 

Как видим, уравнения фазовых траекторий во всех трех областях 
различаются между собой, и при переходе из одной области в другую 

через границу происходит переключение с одного вида траекторий  

на другой. Линии, на которых происходят такие переключения, назы-

ваются линиями переключения. 
На рис. 10.6 изображен фазовый портрет системы, по которому 

видно, что при ненулевых начальных условиях в системе возникают 
незатухающие колебания. Амплитуда колебаний зависит от началь-
ных условий, и, следовательно, эти колебания не являются автоколе-
баниями. 
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Пример 10.3. Построить фазовый портрет нелинейной системы, 

изображенной на рис. 10.7. Передаточные функции линейной части 

определяются в виде:    ,22 pkpW   а нелинейным элементом являет-
ся идеальное реле. Система описывается следующими уравнениями: 
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




  y

dt

dy
ke  

 

g=0
W1(p)

 e
 

НЭ

 

 

 

 

y
  

σ
-с

с

W2(p)

НЭ

g = 0 

 

Рис. 10.7. Нелинейная система с нелинейным элементом  

типа «идеальное реле» для примера 10.3 

Вводя новые переменные ,1 yx   ,1
1

dt

dx
y   уравнения системы 

можно преобразовать к следующему виду: 
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

.

;

1121
1

1
1

xyksingck
dt

dy

y
dt

dx
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Разделив второе уравнение на первое, получим такое уравнение: 
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1

1121

1

1

y

xyksingck

dx

dy 
  

Прямая АВ на рис. 10.8, которая описывается уравнением 

,0112  xyk  делит фазовую плоскость на две области: область I, где 
,0112  xyk  и область II, где .0112  xyk  Последнее уравнение в об-

ласти I принимает вид: 

 ,
1

1

1

1

y

ck

dx

dy 
  или ,1111 cdxkdyy   
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а в области II 

 ,
1

1

1

1

y

ck

dx

dy
  или .1111 dxckyy   

Решив эти уравнения, получаем следующие уравнения для фа-
зовых траекторий: 

 111
2
1 2 Сxcky   

� в области I; 

 211
2
1 2 Сxcky    

� в области II. 

Эти уравнения являются уравнениями парабол, направленных 
навстречу друг другу. На основе этих уравнений построен фазовый 

портрет (рис. 10.8).  

A

B

x1

y1

I

II

 

Рис. 10.8. Фазовый портрет системы к примеру 10.3 

Из рис. 10.8 следует, что если изображающая точка не находит-
ся на линии переключения (прямая АВ), то она до достижения этой 

прямой будет двигаться по одной из фазовых траекторий.  

Как только изображающая точка пересечет линию переключе-
ния, она попадет на одну из фазовых траекторий, направленных  
в сторону линии переключения. Поэтому изображающая точка опять 
будет двигаться в сторону линии переключения, пока не пересечет ее. 
Как только изображающая точка снова пересечет линию переключе-
ния, она опять окажется на фазовой траектории, направленной в сто-
рону линии переключения. Поэтому изображающая точка по дости-

жении линии переключения будет двигаться по ней, теоретически 
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совершая колебания с бесконечно малой амплитудой и бесконечно 
большой частотой. В действительности, так как реле обладает конеч-
ной скоростью переключения, частота не будет бесконечно большой, 

а амплитуда бесконечно малой.  
Таким образом, когда изображающая точка достигнет линии пе-

реключения, она теоретически будет скользить по этой линии и дви-
гаться к положению равновесия. Такой процесс называют скользя-

щим режимом. 
В тех случаях, когда решение уравнения (10.2) аналитическими 

методами затруднительно или невыполнимо, фазовые траектории 
можно построить приблизительным графическим методом изоклин 
[2, 7, 10].  

Изоклины представляют собой геометрическое место всех точек 
фазовой плоскости, для которых наклон фазовой траектории равен 

постоянному значению ,iC  т. е. .iC
dt

dy
  Тогда вместо (10.2) можно 

написать уравнение ,
),(

iC
y

yxF
  из которого получается уравнение 

изоклины  ., iCxfy   

Задавая различные значения iC  наклона касательных к фазовым 

траекториям, пересекающим эти изоклины, строят семейство изоклин, 
которые используются для построения фазовых траекторий (рис. 10.9). 
Фазовая траектория в точке пересечения с изоклиной имеет угол на-
клона arctg iC . В качестве примера на рис. 10.9 на изоклинах отмечены 

наклоны касательных к пересекающим их траекториям направляющи-
ми стрелками и построена фазовая траектория, исходящая из точки А. 
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Рис. 10.9. Построение фазовой траектории  

методом изоклин 
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Методика построения фазового портрета методом изоклин скла-
дывается из следующих этапов:  

� построение изоклин;  

� нанесение направления касательных к фазовым траекториям;  

� определение характера искомого фазового портрета.  
Пример 10.4. Построить фазовый портрет нелинейной системы, 

изображенной на рис. 10.10, полагая, что ,1g  передаточная функция 

линейной части определяется как   ,
62

10
2ЛЧ 


pp

pW  нелинейным 

элементом является идеальное реле, причем .2с  
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Рис. 10.10. Нелинейная система с нелинейным элементом  

типа «идеальное реле» для примера 10.4 

Рассмотрим две области пространства состояний при 0e   

и .0e  

В первой области ,0e  и, так как ,1 yyge   следователь-
но, .1y  

Уравнение замкнутой системы для этой области: 

 .1062
2

2

cy
dt

dy

dt

yd
  

Введем новые переменные и запишем систему уравнений пере-
менных состояния: 
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Делим третье уравнение на второе, получаем:  

 .
2026

1

11

1

1

y

yx

dx

dy
C


  

Из этого выражения получаем уравнения семейства изоклин: 

  
2

206
, 1

11 



C

x
xCy  и .arctg iC  

Задавая , iC  находим конкретную изоклину  11 , xCy i   

и угол ,i  под которым фазовая траектория пересекает эту изоклину. 
Для второй области при 0e  или 1y  уравнение семейства 

изоклин определяется аналогично первой области. 

Далее на фазовой плоскости строятся изоклины  ,, 11 xCy i  на ко-
торых отмечается угол .i  Из начальных условий проводится кривая 
с соблюдением углов пересечения изоклин. 

Например, для начальных условий   5,001 x  и   201 y  фа-
зовая траектория для данного примера имеет вид, представленный на 
рис. 10.11. 
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Рис. 10.11. Фазовая траектория для примера 10.4  

при начальных условиях   5,001 x  и  y1(0) = �2 

10.2. Задание на практическое занятие  

10.1. По заданной фазовой траектории нелинейной системы по-
строить ее временную характеристику. 

10.2. По заданной временной характеристике построить ее фазо-
вую траекторию. 
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10.3. Построить фазовый портрет нелинейной системы, изобра-
женной на рис. 10.5, с заданным нелинейным элементом и передаточ-
ной функцией линейной части  .ЛЧ pW  Сделать вывод о наличие или 

отсутствии автоколебаний. 

10.4. Построить фазовый портрет нелинейной системы, изобра-
женной на рис. 10.7, с заданными нелинейным элементом и переда-
точными функциями линейной части  pW1  и  .2 pW  Сделать вывод  

о наличие или отсутствии автоколебаний. 

10.5. Построить фазовый портрет нелинейной системы, изобра-
женной на рис. 10.10, с заданной передаточной функцией линейной час-
ти  .ЛЧ pW  Сделать вывод о наличие или отсутствии автоколебаний. 

Варианты индивидуальных заданий согласно номеру студента 
по журналу группы размещены на учебном портале университета  
в электронном курсе по предмету «Теория автоматического управле-
ния». Возможно назначение индивидуальных заданий на усмотрение 
преподавателя. 

Контрольные вопросы 

1. Приведите примеры характеристик и уравнений статических 
нелинейных элементов. 

2. Приведите примеры характеристик и уравнений динамиче-
ских нелинейных элементов. 

3. Назовите отличия нелинейных систем автоматического 
управления от в линейных. 

4. Какие основные задачи исследования нелинейных систем? 

5. Назовите методы исследования нелинейных систем. 

6. Что такое фазовое пространство? 

7. Какой метод называют методом фазовой плоскости? 

8. Как определить уравнение для построения фазовой траектории? 

9. Как по фазовому портрету сделать вывод о характере пере-
ходных процессов? 
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