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МАТЕМАТИКА

Г. Ц. ТУМАРКИН

О ПРИБЛИЖЕНИИ В СРЕДНЕМ КОМПЛЕКСНОЗНАЧНЫХ ФУНКЦИЙ

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 10 III 1952)

Пусть a(t) (0<^<2к) — неубывающая функция ограниченной вари­
ации. Обозначим через If (dr, 0,2 Е), где ^>0, совокупность всех 

комплекснозначных функций f(t(, для которых j\f(t) \р da (t) < оо*.  
о

* Здесь и в дальнейшем интеграл понимается в смысле Лебега — Стильтьеса.
** См. также (10), стр. 278.

Тогда при ^>1 Lp (dr, 0,2к) есть линейное нормированное про- 
р _____________  
/" 2к

странство, если положить ||/|| = И ^\f(t)\pd^(t). 
о

Н. И. Ахиезер доказал, что для замкнутости в пространстве 
Lp (dr, 0,2 к), p^l, последовательности функций {eint}, « = 0,1,2,..., 
необходимо и достаточно, чтобы

\ log d(t) dt = — оо **.  (1)
О

(При р = 2 эта теорема была впервые доказана А. Н. Колмогоровым 
(2), а затем в более общей форме М. Г. Крейном (3).)

В приводимой ниже теореме этот результат распространяется на 
случай любого р>0 и указываются необходимые и достаточные ус­
ловия, которым должна удовлетворять функция f (t), принадлежащая 
замыканию линейной оболочки системы {elnt}, п = 0, 1, 2,..., в 
Lp (dr, 0,2 к), когда a (t) не удовлетворяет условию (1).

Теорема 1. Если a(t) удовлетворяет условию (1), то для лю­
бой измеримой функции f (t), для которой

2 тс 
[\f(t)\pda(t)<oo, р>0, (2)
О

найдется последовательность {Щ(е'7)} многочленов от е'‘ такая, 
что

lim\J/(f)-IMe7);₽^^ (3)
k—>СО Q

Если же для a(t} не выполняется (1), то для существования 
последовательности многочленов {Пй(е7)}, удовлетворяющей усло­
вию (3), необходимо и достаточно, чтобы выполнялось (2) и функ­
ция E(e!t) = f(t) совпадала почти всюду на окружности |z| = l с
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граничными значениями аналитической в круге | z | < 1 функции 
класса D.

(Аналитическая в круге |z(<l функция E(z) принадлежит классу 2л: 2п
О, если lim hn+|F(e“)|*#<oo *.)

В случае же, когда

* Подробнее про класс D см., например, (5), гл. И, п. 6. 5.

о о
Приведем приложение этих результатов к вопросу о приближении 

в среднем многочленами комплекснозначных функций на спрямляемых 
кривых.

Пусть 7 — замкнутая жорданова спрямляемая кривая длины I и 
G — область, ограниченная кривой 7. Обозначим через z = <f(w) функ­
цию, дающую конформное отображение круга на область G,
и через w = ^(z) — функцию, обратную к z — у ('w). Обозначим далее 
через s длину дуги кривой у, отсчитываемую от некоторой точки Со 
кривой 7, 0<s<Z, и пусть a(s) — неубывающая функция ограничен­
ной вариации, определенная при Рассмотрим пространство

комплекснозначных функций /(С), определенных на у, 
для которых j |/(Q [^da (s) < oo.

Y
я. Л. Геронимус (4) показал, что условие, необходимое и достаточ­

ное для замкнутости системы {С}, «= 0,1,2,..., в пространстве 
Lp (dz, 7) при р > 1 заключается в том, что

J log a' (s) I ф' (q dt, I = - 00. (4)

В формулируемой далее теореме этот результат распространяется 
на случай любого р>0 и указывается характеристическое свойство 
функций f (О, которые могут быть приближены как угодно хорошо 
многочленами, если о (s) не удовлетворяет условию (4).

Теорема 2. Если a (s) удовлетворяет условию (4), то для лю­
бой измеримой на 7 функции /(С), для которой

(5)

где р — произвольное число > 0, существует последовательность 
многочленов {Щ(£)} от £ такая, что

Иш J|/(^)-nft(C)K^(s) = O. (6)

$ iog °'(s) IФ'Ю I > —
Y

(7)

для существования последовательности многочленов {Пй(^)}, удов­
летворяющей условию (6), необходимо и достаточно, чтобы выпол­
нялось (5) и функция f (Q совпадала почти всюду на 7 с граничными 
значениями аналитической в области G функции f(z) такой, что 
/[« (ж/)] принадлежит в круге | w [ < 1 классу D.

Следствие. Если для функции существует последова­
тельность многочленов {Щ (£)}, удовлетворяющая (6), где для a (s) 
выполняется (7) и j |/(^) ^ds^ (s)<00, рх>0, то существует по- 

't
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следовательность многочленов {Щ(£)} такая, что lim \ [/Ю —
Й->СО J

-1Ш \^d^(s) = O.
Укажем теорему, в которой дается достаточное условие для того, 

чтобы аналитическая в области G функция f(z) обладала тем свой­
ством, что/[<р(w)J принадлежит в круге |w[<l классу D.

Теорема 3. Если для функции f(z) существует последова­
тельность многочленов {Pk(z}}, равномерно сходящаяся к f(z) 
внутри области G и такая, что \) Р^ (Q /р (С) | Л | <с < оо, где р^О,

Y
а р 0 — суммируемая функция на у, удовлетворяющая условию

JlogpCQI’V'O^^-oo, (8)
Y

то f [ср (w)] принадлежит классу D *.
Из теорем 2 и 3 легко выводится теорема 4.
Теорема 4. Если для функции f(z) существует последова­

тельность многочленов {Ph(z)}, равномерно сходящаяся к f(z) внутри 
области G и такая, что j Pk (Q / р (С) | сЕ \ < с < оо, где р (С) удов-

Y
летворяет условию (8), то найдется последовательность много­
членов {Щ(С)} такая, что lim \ |/(Q — Щ (Q / р (С)\dZ | = 0.

h—>со J 
Y

Рассмотрим теперь вопрос о приближении в среднем многочленами 
граничных значений аналитических в области G функций f(z), принад­
лежащих классу Е$ в области G. (f(z)^Es, если существует последо­
вательность спрямляемых кривых {?„}, лежащих в области G и сходя­
щихся при п~>оа к f, такая, что \ \f(z) |81 dz |<с<оо.)

<п
Теорема 5. Если f(z) € Es в области G, то для существова­

ния последовательности многочленов {Щ(С)} такой, что выпол­
няется (6), где a (s) удовлетворяет условию (7) и р > 0, необходимо 
и достаточно, чтобы:

Y 
8 ______

II. Функция f g(z) входила в Es, где g (z) — аналитическая 
в области G функция, определяемая формулой

2п ;в

Е (г) = ф' (z) exp A- f ~ In | ?' (ei9) | d().
e Y \Z/ 

0

Замечание. Теорема 5 обобщает результаты В. И. Смирнова (9)’ 
которые получаются, если р = 8 = 2 и a(s)=s. Если a(s) не удовлет­
воряет условию (7), то условие II в теореме 5 можно отбросить. 
Подобным же образом обобщается для любого р>0 теорема 2 
П. П. Коровкина в работе (6).

Рассмотрим случай, когда область G удовлетворяет условию 
В. И. Смирнова: функция In | у' (w) ( представима в круге | w | <б 1 
интегралом Пуассона. Тогда g-(z) = l, и мы получаем из теоремы 5 
следствие.

Следствие. Пусть f(z)6Es в области G, удовлетворяющей 
условию В. И. Смирнова. Тогда для существования последователь-

* О некоторых приложениях теоремы 3 см. (5), гл. III, п. 15.3.
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ности многочленов {Пл (С)} такой, что lim \ |/(Q - nA(Qpda(з) = О,
А—>оо 8

необходимо и достаточно, чтобы ) |/(Q \р da (s)< ос.

(При a(s) = s и р = 8 это было ранее доказано М. В. Келдышем (7).)
Подобные же результаты получаются при рассмотрении вопроса 

о приближении в среднем комплекснозначных функций /(х), опреде­
ленных на вещественной оси, линейными комбинациями системы 
{eiax},

Пусть а (х) — неубывающая функция ограниченной вариации, —оо<
<х<оо. Рассмотрим пространство //(da; — оо, оо), /?>0, функций со
f(x), для которых j |/(х) \р da (х) < ос.

Теорема Н. И. Ахиезера. Множество функций {е‘ал}, a > О, 
замкнуто вLp (da\ —00,00), р~^\, тогда и только тогда, когда

f log o' (х)
J 1 +х2

— СО

dx = — 00. (9)

^При р = 2 эта теорема доказана М. Г. Крейном (8).)
В приводимой ниже теореме этот результат Н. И. Ахиезера рас­

пространяется для любого р>0, а также рассматривается случай, 
когда условие (9) не выполняется.

Теорема 6. Пусть для а(х) выполняется (9); тогда для любой 
измеримой функций fix), для которой

$ i/(x) \р d~ (х) < оо,
—ОО

(10)

где p>Q — любое число, существует последовательность {Щ(е'аг)} 
линейных комбинаций функций системы {е'ал}, а>0, такая, что

со

lim \ |/ (х) — Щ (е'ал) \р da (х) = 0. (Н)

Если же для а(х) не выполняется (9), то для существования 
последовательности {Щ (е'”*)}, удовлетворяющей условию (11), необ­
ходимо и достаточно, чтобы:

I. Имело место (10).
II. Функция У7 (е‘9 = f (tg (^/2)) совпадала почти всюду на окруж­

ности | г | = 1 с граничными значениями аналитической в круге 
| z | < 1 функции класса D.

Из теоремы 6 немедленно вытекает следствие, подобное следствию 
теоремы 2.
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