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МАТЕМАТИКА

ЛЮБОМИР ИЛИЕВ

ТЕОРЕМЫ О ТРИЖДЫ СИММЕТРИЧНЫХ однолистных 
ФУНКЦИЯХ

(Представлено академиком В. И. Смирновым 4 II 1952)

Обозначим через Sh, k = 1, 2, ..., класс функции

fk(z) = z + №zk+1 + a(?z*^ (1)

^-симметричных, однолистных и регулярных в круге |z|<l.
1. Пусть f3(z)^S3. Используя метод В. Левина (В, легко уста­

новить (2) неравенство:
", I I2

(2)

где 4*' = 1.
Как известно (3), £_ ■£

(зу

откуда находим оценку:

|43)К^- + -|-<0,579. (4)

Так как то из (2) и (4) получаем:
Теорема 1. Если f3(z)£S3, то

| <0,579, | а® | <0,618, | а® | <0,636, | < 0,658,

| | <0,683, |а(з)|<0>711) | «а» | < 0,741, Н3>|<0,774.

Менее точные оценки этих коэффициентов, кроме с№\ были ука­
заны мною в работе (2).

2. Согласно неравенству Буняковского, для 0 < г < j получаем-
“ ,3V 03 .

v^+1<^W ' (3v+l<V,<

/ 00 ОО
<2(НК2^}‘. и

V=«4-l V=«+l ' ' ’
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Так как
ОО л+Ь-Н

<2 $
h=0 n-f-fe

оо
dv____  _ С dv __ 1

(3v + 1)1+*/* ~ J (3v + 1)1+’' ~ 2

и

1
(Зя + 1)% (7)

то

2 (3v + l)r6v м+а (Зп + 4) (1 — г6) + Зг6
Г (1—г®)2 (8)

у г34 1 Рп+з V(Зп + 4) (1 — г6) + Зг6
^+i (3v + l)*/* 2^ (Зп + I)’7’ 1 — (9)

Воспользовавшись неравенством Гелдера, аналогично получаем:

2 (sv + if-r3^ 2 (3v+ ifvv<<{ 2 (зч + і)^^ 2 
v=«+l v=n+l 'v=«+l ' v=«+l

= Jгзл+з (Зя+4) (1—г^+Зг*Г'• ( r3"-^ Г* =
V (1—Г»)2 ) U— r3 f

= r3n+3 {(Зя+4) (1-гз)+3гзр. 
(1—7-3)7,

3. Из известного неравенства Г. М. Голузина (4) следует (5), что 
если fk(z)eSk и |z1|<r, |z2|<r, z^z^, 0<г<1, то

I I > 1-^ /, n
I Zj — z2 I (1 + r*)2/ft ‘ ’

Имея в виду (11), по методу Сеге (6) получаем, что конечная 
сумма

a(,3)(z) = z + a(3>z4 + ... + a(3^^ (12)

для п >2 однолистна в круге | z | <"j/З / 2, если

24WHi)r344(47p, (13)
" н Ки

где г3 = 3/8.
Как показал Джо (7), для любого v существует неравенство 

(3v+if’l^+iKW (14)

Из (5), (10) и (14) следует, что (13) будет верным, если 

0,636 • 13 • (3/8)4 + 0,658 • 16 • (3/8)5 + 0,683 • 19 • (3/8)6 + 

+ 0,711 • 22 • (3/8)7 + 0,741-25- (3/8)8 + 0,774 • 28 • (3/8)9 +

+ 7<96.|-(^),/,(4)1О<°,312- (!5)
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Так как неравенство (15) верно, а конечная сумма о<3> (z) однолистна 
в том же круге, получаем:

Теорема 2. Если /3 (z) € S3, конечная сумма

°л ’ (z) = z + a^z4 + ... + a^z3^1 (16)

при п=7^2 однолистна в круге |zK]/3/2, причем эта оценка 
точная.

Эта же теорема при п > 3 была нами доказана ранее (2) несколько 
другим методом.

Воспользовавшись методом В. Левина (8), с помощью неравенств
(10) и (И) получаем:

Теорема 3. Если f3 (z) € S3, конечная сумма

а^Ч2) = z + a^z* + ... + a^z3"+1, «=1,2,..., (17)

однолистна в круге 

где
^у.дб^.з’М7'. (19)

4. Пусть /3 (z) € S3 и

Согласно теореме об искажении, если |г|<г<1, то

°® = z + o'3’ г4 + ... + а^ z3n+1. (20

Положим
Л (z) = ^(z)+pW(z). (21)

1
(1+^)*'*

/,(*) К> 1 
"(l+r’f*'

(22)Z 1

Следовательно, если для j z j <>„<1 верно неравенство

1 (23)Z

то многочлен №(z)/z не может 
Неравенство (23) выполнено,

обратиться в нуль в круге | z | 
если

2 И’кгV=«+l
(24) выполнено, согласно (14), если:

7,96 У __ п 1
(3v +i)7- 27-

(24)

(25)

Если принять во внимание (9), последнее неравенство будет верным 
при «> 1, если

V(Зп + 4) (1 — г®) + Зг® 1
(Зп + 1)z" ~1 _ гв < 7,96-2v« (26)
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Положим

6 1 a
rn-1 n+1 ’ 000+1, (27)

так что

rn <Ze-^ (28)
и

(3n + 4)(l — r“) + 3r8 <3a 3. (29)

Неравенство (26) выполнено, если

g-«/2 (n 4. 1)'/.^ _ 21/»
a 7,96•31/t '

Последнее неравенство выполнено, если

a = 4/3lna(n + 1), (31)
где

a = 7,96*/’.3'/‘.2’\ (32)

Таким образом мы получили следующую теорему:
Теорема 4. Если. /3 (z) € S3, многочлен

= 1 4-аЮ2з + ... + а(з)2зп> л=1>2> (зз)

не обращается в нуль в круге

1 । ( 3 n 4-1 J ’ (^4)

где

У/зб’'*-З'М^. (35)
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