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МАТЕМАТИКА

Член-корреспондент АН СССР А. О. ГЕЛЬФОНД

ОБ ОДНОЙ ИНТЕРПОЛЯЦИОННОЙ ЗАДАЧЕ

В моей книге «Исчисление конечных разностей» (*) в § 5 главы I 
рассмотрен общий интерполяционный процесс при треугольной таблице 
узлов интерполяции. В настоящей заметке имеется в виду дать обоб­
щения и уточнения теорем этого параграфа книги.

Пусть задана бесконечная треугольная таблица чисел

Пусть, как обычно принято, [%о,п, Ад,п,..., xn,n] будет разделенная 
разность целой функции f (z) с узлами интерполяции х0 п,..., хп п; 
М(г) будет максимумом модуля/(z), |z| = r. Введем обозначения
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причем этот ряд является интерполяционным рядом, так как разделен­
ная разность [Ха,,,, • • • , хп,„] для Pk(z) равна 1 при n = k и нулю в 
остальных случаях.

Нетрудно видеть, как показано также в (^, что имеет место тождество

/(z) = 2 .. .,xk,k] Pk (z) + (z)
*=0

(5)

(см. формулу (69) (^). Поэтому для доказательства сходимости к f (z) 
ряда (4) достаточно доказать стремление к нулю Rn (z) с ростом п. 
Для дальнейшего нам понадобятся вспомогательные предложения, 
которые мы и приведем.

Лемма 1. Величина Q„ (г) удовлетворяет неравенству

I Q„ (z) I < С (р) гп^", | z | = р, 6, > 6,

или 6Х = 60, а С (р) не зависит от п.
Действительно, на основании формулы (71) (^, которая легко полу­

чается последовательным интегрированием, мы имеем соотношение
-Р £2

- qp (z) = - fr + QA^+--- + ^r Qp-- Ю + ^Qp-r (*)• (6)

Но так как не выходит за пределы наименьшего вы­
пуклого многоугольника, содержащего точки х0.п,..., хп,п- Поэтому 
из соотношения (6) следует неравенство

!Q^z)I<^ + ^I(Q0(z)| + ---+%4Qa-2^^ (7)

/ 0 \*
где р = |z|. Допустим теперь, что неравенство j Q* (z) J ,
Cp-x = Cp-Др) > 1 и не зависит от k, верно при всех k р — 1. Тогда 
из неравенства (7) мы получаем неравенство

верное при р^>Ръ(^ так как при р — 1 > £ >

Неравенство (8) доказывает нашу лемму, так как из него следует, 
что Ср<С (р) для любого р.
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Из леммы 1 непосредственно следует оценка для | Р„ (z) |, Действи­
тельно, так как \ F (t) dt max j F (£) I, где D —г область изменения t, 

n 1 /CD
мы будем иметь неравенство

< maxi Q„(z)K C J, (9)

где попрежнему С = С (р) и 6j > 0 или б = б0.
Положим теперь

A«(z) = ^--- fM(zk)dzv • -dzk, k^n. (10)

о о и

Тогда, если/(z) —целая функция и М* (г) — максимум модуля /<*>(г) 
при । z | ■< г, мы будем иметь, очевидно, неравенство

Г tx *k — l

!/a,«(z)|<|^--- \f(n4zk)\dtv..dtk\C 
0 0 о

Г А<Жя(г)^-- \ dtv--dtk = ~Mn(r), \z\ = r. (Н)
О о

Лемма 2. Для | Rn (z) | имеет место неравенство

I Rn (?) I < (р) + Ci г^Мп-ц (r„), (12)

где lim ея (p) = О и Сг не зависит от п. п—>со 
Действительно, последовательно интегрируя, мы получаем, что 

z zn—1
Rn (z) = • • • \ j\,n+i(zn)dzc- -dzndtv • -dt^ —

1 л c0 ^п— 1

Pn С n Pb (*) C
уi,«+i (M dt =fn+i.n+i (z) — у -ft! yfn-k+i.n+i (Sa) dtk. (13) 
" A=1 A

Воспользовавшись неравенствами (9), (11) и тем, что мы
получаем отсюда неравенство

р”+1 « / А , A P~k+1

i R" (2) I < («4-1)!^л+1 (р) + С 2 (га — *+ І)! ^л+1 (га) <
А=1

< 8Л (р) + С1Г^ (^)Я+1Мп+1 (ГП), i Z ! = р, (14)

где lim е„ (р) = 0, так как / (г) —целая функция и Сг = Cj (р) не зави- л—>оо 
сит от п.

Из неравенства (12) следуют теоремы:
Теорема 1. Пусть f(z) будет целой функцией с максимумом 

модуля М (г), а все узлы треугольной таблицы (1) не выходят за 
пределы круга |г| = а, другими словами, k = 0,1,... Тогда,
если выполняется неравенство

7И (г) < 2'1°, г у-г о (е), (15) 
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где е>0 фиксировано, то ряд (4) равномерно сходится к f {z) в лю­
бой конечной части плоскости z.

Действительно, из интегрального представления

М,+1 (р) = + 1)! С /(z) dz
J (z — л"+2 ’ |z|=R ' '

\t\ = ?<R, (16)

и неравенства (15) при R = ~п и п^Пь^е) следует неравенство

М,+і (р) < С2пп^е~п Уп^п)~'Іг~е (—У <

Сз = С3(р)- (17)

Но в нашем случае гп в неравенстве (12) можно заменить величи­
ной з, а 01= 1, так как Гп^Гп 1. Поэтому мы приходим к равенству

! Rn (2)! < ея (р) + С, У пг* < Сйп~* + вя (р), (18)

которое и доказывает нашу теорему, так как С& = С5 (р) не зависит от п.
Доказанная теорема является уточнением теоремы в (2) на стр. 67, 

которая в (г) осталась недоказанной, так как формула (83) в (х) не 
обоснована.

Теорема 2. Пусть f (z) будет целой функцией с максимумом 
модуля М (г), а узлы интерполяции и число 0, связанное с ними, 
определяются таблицей (1), причем limr* = oo. Определим функцию 

k — co
плотности чисел таблицы N (г), положив ЛДг) f= 2 1- Тогда, если 

rk<r
при каких-нибудь фиксированных \ и г, k < In -1- и ®>0, выполня­
ется неравенство

г>г0, (19)

то ряд (4) равномерно сходится к f{z) в любой конечной части пло­
скости z.

Доказательство. Из формулы (16), полагая в ней р=гп, 
R = ]—у rnN (г„), мы получаем непосредственно неравенство

М/+1 (гп) < С6пп^е~п Уп ех" гпп^ " 1 < п (In Че^у гп ” \ (20) 

верное при п>п0. Но воспользовавшись неравенством (12), мы теперь 
получаем, что

\Rn (г)\<гп У) + Схп (б^-^Л

откуда и следует наша теорема, так как 0Г>О может быть взято 
меньшим, чем

Доказанная теорема в некоторых случаях, например, при хп,п—--- 
■ • ■ = хп,п = (-Туп*, а>0, дает более точный результат, чем результат 
В. Л. Гончарова, получающийся в этом случае из теоремы 2(*).
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