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Рассмотрим систему

dx, VI= 2 Xk (i — 1, 2, .,. , п), (1)
*=i

где Ptk (t) — непрерывные (вообще говоря, комплексные) функции дей­
ствительного переменного t при t t0. В нашей работе устанавливает­
ся эффективный достаточный критерий для устойчивости по Ляпуно­
ву Р) решения (х; = 0) системы (1) при t^t0. Этот критерий обна­
руживает устойчивость как при положительных характеристических 
числах, так и при наличии характеристических чисел, равных нулю. 
Из этого критерия не только следуют, но и соответствующим обра­
зом усиливаются некоторые результаты Винтнера (2), Вейля (3), В. А. Яку­
бовича (4), Шпета (5), В. В. Хорошилова (6,7), И. М. Рапопорта (8), 
К. П. Персидского (®), Чезари (10), Б. Н. Демидовича (п), В. П. Басова (12). 
Более того, существует достаточно широкий класс систем (1), устой­
чивость которых обнаруживается нашим критерием, тогда как ни один 
из упомянутых критериев к таким системам не применим.

Предварительные понятия
А. Пусть || Xij(t) || — фундаментальная система решений для (1) такая, 

что {xv-, Хц, ..., х„7} — решение при любом j — 1, 2, ... , п, Цх;7(7)||=А'. 
Для устойчивости по Ляпунову решения (х, = 0) системы (1) необхо­
димо и достаточно, чтобы все |-V/y (0 I были ограничены при t^t^.

Б. Легко проверить, что каждое решение {хц, х^, ... , хП)} из 
II хи (0II удовлетворяет системе интегральных уравнений Вольтерра

Ху = d- + 8/1 (2)
7 J V. (т) J v '

Т
t
J Рц (T)dT

где Vi = er , 3/—символ Кронекера, и однозначно определяется 
этой системой.

В . Пусть Dn — определитель порядка п с элементами, удовлетво­
ряющими специальным условиям: ац = 1, aij^O (і^ j).

Определение. Dn обладает А<+)-свойством, если алгебраиче­
ское дополнение А* любого его элемента (i, k) неотрицательно.

В дальнейшем понятие А<+)-свойства таких определителей Dn су­
щественно используется при выводе критерия устойчивости. Алгебраи­
ческий смысл А<+)-свойства раскрывает следующая основная лемма.
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Лемма. Пусть Dn — определитель порядка п с элементами 
а,, — 1, а,7<0 j). Для того чтобы Dn обладал А^-свойством,
достаточно, чтобы всевозможные диагональные миноры из Dn от 
2-го до п-\-го порядка включительно были неотрицательными.

^P^dx '

Г. Далее обозначается: us = eT , Iik = ut(t)\:—Р_(i^=k).
J MT)

Системе (1) ставится в соответствие детерминант \bik\ порядка п, у 
которого Ьц=\, btk = —hk- Каждое hk в строчке i взято при одном 
и том же значении t, именно ti. Этот детерминант называется основ­
ным и обозначается Dn (tv t2, ... , tn).

Детерминантныйкритерий устойчивости

Для устойчивости по Ляпунову решения (х, — 0) системы (1) 
при достаточно, чтобы существовало такое T~^t0, что при 
любой комбинации аргументов ts^T-.

1) основной определитель Dn(tb t2, ... , tn) строго положителен, 
а все его диагональные миноры неотрицательны-,

2) все функции us-^ (s, k = 1, 2, ... , п) ограничены.
Здесь Ask — алгебраическое дополнение элемента (s, Л) определи­

теля Ед fi (Д, Д, ••• ,
Доказательство опирается на понятия, введенные в пп. А, Б, В, Г. 

Если -г,-/ — наибольшие из значений на [Д Д, где достигается тах|(Х;ДД|, 
а <р.. — этот максимум, то получим оценки

А
= .............")• (3)

где правые части рассматриваются при Е =

Анализ детерминантного критерия устойчивости

Рассмотрим в качестве примеров, иллюстрирующих критерий, не­
которые системы частного вида.

I. Если в (1) Pik = const, то приведем систему к каноническому 
виду. Для такой системы детерминантный критерий необходим и 
достаточен.

II. Пусть в (1) Ptk = aik + «Ик ДО, где atk = const, непрерывны 
при t^tQ. Если i^>k, то либо абсолютно интегрируема на 
[Д, оо], либо <»;йДО-»0 при t->oo. Если же ІДД, то непрерыв­
ные и ограниченные функции при Такие системы назовем клас­
сическими. Считаем ||а«|| канонической матрицей.

Теорема. Пусть классическая система обладает свойствами'-
1) если Д — кратный корень характеристического уравнения 

\a,k — Х8/ |=0 и степень элементарного делителя ^>1, то строго 
ИеД<0;

2) если К, —простой корень или кратный, но es = 1, то РеД-СО.
ОО

При РеД —0 дополнительно требуется, чтобы | wSk СО I dt < оо 
^0

при k=j=s из строчки, где находится данное \s, и существует ^>■0 
t

так, что \ <ом (т) dx<^N при t 10.

Тогда классическая система устойчива при t Д.
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Эта теорема непосредственно следует из детерминантного крите­
рия. Оценки (3) допускают в этом случае уточнение. Именно, получим

<^•<«,[8/ + ^)], (4)

тде З; —символ Кронекера, з,7(^)^-0 при £-» + оо.
Замечание. Классические системы являются хотя и важным, но 

весьма узким классом систем (1).
По устойчивости классических систем имеется обширная литера­

тура (например, (10‘12, 3,4)). Основные результаты этих авторов следу­
ют из детерминантного критерия. Более того, хотя приведенная тео­
рема является лишь одним из следствий детерминантного критерия в 
применении к классическим системам, но даже эта теорема — более 
общая, чем результаты упомянутых авторов. Действительно, в указан­
ных работах предполагается наличие лишь одного нулевого корня 
характеристического уравнения. Здесь это ограничение снято. Кроме 
того, здесь при i<^k функции (0 всего лишь ограниченные не­
прерывные функции, за исключением строчек, где находятся К, с 
Re^ = 0. Во всех отмеченных работах на в>;* (£) наложены более силь­
ные требования.

III. В. В. Хорошилов в работах (6,7) рассматривает классические 
•системы частного вида и устанавливает асимптотические формулы для 
решений. Оценки (4) совпадают с этими формулами. Более того, асимп­
тотические формулы в (7) получены лишь для системы второго поряд­
ка. Оценки (4) справедливы для систем любого порядка.

IV. Пусть у" + Q (х)у/ = 0, где Q(x) = OZ-^

общего решения дает асимптотическую формулу у = х [с + а (х)], где 
з(х)-*0 при х->оо. Детерминантная оценка (3) для общего решения 
совпадает с асимптотической формулой.

V. И. М. Рапопорт (8) рассматривает системы

= Wj + 2 СЧ где ctj с: L (t0, оо).
І=1

В работе (8) даются асимптотические формулы для решений и ус­
ловия для устойчивости. Результат Рапопорта об устойчивости сле­
дует из детерминантного критерия, а асимптотические формулы для 
решений совпадают с оценками (3). Отсюда следует, в частности, 
результат Винтнера (2).

Замечание. Совпадение оценок (3) с точными формулами, отме­
ченными в пп. Ill, IV, V, указывает на то, что детерминантные оцен­
ки (3) нельзя улучшить.

VI. К. П. Персидский (9)устанавливает критерий устойчивости для 
системы (1), где — функции со слабой вариацией. Результат Пер­
сидского следует из детерминантного критерия.

VII. Теорема. Пусть в системе (1):
1) коэффициенты Рц (t), находящиеся в каких-то s стройках 

(s^n), абсолютно-интегрируемы на [£0, оо];
2) остальные коэффициенты обладают свойствами:
а) существуют о>0 и T^tn так, кто Pkk(t)<Z — ^ при
б) Р^ при а ^ — произвольные непрерывные и ограниченные 

функции t для t t0;
в) Р^ при либо стремятся к нулю при либо абсо­

лютно интегрируемы на [^0, сю]-
Тогда система (1) устойчива при и имеет s характери- 

■стических чисел, равных нулю.
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Эта теорема следует из детерминантного критерия. Легко прове­
рить, что к данной системе не применим ни один из перечисленных 
выше критериев.
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