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Рассмотрена двухкомпонентная двухскоростная среда, в которой присутствуют взаимодейст-
вующие друг с другом объемные источники энергии. Предмет исследования – система двух зацеп-
ляющихся волновых уравнений с двумя различающимися скоростями звука. Система является кон-
трастной, если одна из скоростей значительно превосходит другую. Точное решение имеет 
двухкинковую структуру, и ему соответствуют функции источников, обладающие тригонометри-
ческой нелинейностью по отношению к искомым функциям. Дано решение задачи о распаде слабого 
разрыва и выполнен анализ динамических свойств волн, формирующихся в результате взаимодейст-
вия первой и второй компонент. Указаны условия существования дозвукового и сверхзвукового ре-
жимов движения границ возмущенной области. Определены нелинейные свойства амплитуд источ-
ников, обусловленные динамическими свойствами границ и отношением скоростей звука в первой  
и второй компонентах. Дан пример приближенного решения контрастной системы для нетривиаль-
ного случая, когда произведение амплитуд функций источников равно единице. 
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DECAY OF A WEAK DISCONTINUITY  
IN A TWO-COMPONENT, TWO-VELOCITY MEDIUM 
WITH ENERGY SOURCES 

O. N. SHABLOVSKY 
Sukhoi State Technical University of Gomel,  
the Republic of Belarus 

The article considers a two-component, two-velocity medium containing interacting volumetric energy 
sources. The subject of the study is a system of two coupled wave equations with two different sound 
velocities. The system is regarded as a contrastive, if one of the velocities significantly exceeds the other.  
The exact solution has a two-kink structure and corresponds to source functions that exhibit trigonometric 
nonlinearity with respect to the unknown functions. A solution to the problem of the decay of a weak 
discontinuity is given, and an analysis of the dynamic properties of waves formed as a result  
of the interaction of the first and second components is performed. Conditions for the existence of subsonic 
and supersonic regimes of motion of the excitation area boundaries are indicated. Nonlinear properties  
of the source amplitudes are determined, caused by the dynamic properties of the boundaries and the ratio  
of the sound velocities in the first and second components. An example of an approximate solution  
of the contrast system is given for the nontrivial case when the product of the amplitudes of the source 
functions is equal to unity. 
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Введение 
Динамика волн в гетерогенных средах является объектом теоретических и экс-

периментальных исследований, ориентированных на создание новых технологиче-
ских процессов, в которых применяются смеси твердых тел [1, 2]. Современное  
состояние физико-математического моделирования двухкомпонентных двухскоро-
стных смесей конденсированных материалов представлено в работах [3–5]. Цен-
тральным пунктом в этих задачах являются высокоинтенсивные волновые нагрузки 
на гетерогенную систему: волны сжатия и разрежения, ударные волны. Эффектив-
ным средством воздействия на параметры физико-химического процесса служат 
объемные источники энергии. В статьях [6, 7] изучена двухскоростная динамическая 
система гиперболического типа: рассмотрены одномерные задачи, в которых при-
сутствуют два типа волновых мод, распространяющихся с разными скоростями  
и взаимодействующих друг другом. В работе [8] получены некоторые точные реше-
ния уравнений двухскоростной гидродинамики. Еще один аспект данной проблемы – 
анализ двухкомпонентных контрастных систем, для которых коэффициенты перено-
са (например, коэффициенты диффузии) значительно отличаются один от другого. 
Основная часть исследований контрастных систем выполнена асимптотическими 
методами и относится к параболическим уравнениям, определяющим модели типа 
«реакция – диффузия» [9–12]. Известно, что вычислительное моделирование контра-
стных систем требует разработки сложных численных методов, позволяющих изу-
чать окрестности пространственных областей, в которых наблюдаются большие гра-
диенты искомых функций. Применительно к этому кругу задач полезно иметь 
нетривиальные аналитические решения, которые могут применяться при тестирова-
нии новых вычислительных алгоритмов. Сформулируем основные предпосылки 
данной работы: 

1) заслуживает внимания именно гиперболическая система двух волновых урав-
нений с нелинейными объемными источниками энергии; взаимодействие первой  
и второй компонент характеризуется зацепляющимися друг за друга функциями ис-
точников; 

2) отношение скоростей звука в первой и второй компонентах – существенно 
важный параметр двухскоростной системы; контрастную систему получаем, если эти 
две скорости звука значительно отличаются одна от другой;  

3) задача о распаде слабого разрыва позволяет проанализировать динамические 
свойства волн, формирующихся в результате переплетающегося взаимодействия 
обеих компонент; 

4) аналитическое описание системы «двухкомпонентная среда – нелинейные ис-
точники» предоставляет возможность тестирования численных алгоритмов решения 
двухскоростных гиперболических задач. 

Цель данной статьи – построить аналитическое решение задачи о распаде слабо-
го разрыва для двухскоростной системы волновых уравнений с нелинейными источ-
никами. 

Основное решение 
Рассматриваем двухкомпонентную систему, поведение которой описывается 

волновыми уравнениями следующего вида: 
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Здесь t – время; x – декартова координата; o
iii TT   – искомые функции, опреде-

ляющие некоторые физические свойства (например, температуры) первой и второй 
компонент; o

iT  – равновесные (отсчетные) значения искомых функций; iw  – две 

скорости звука;  21
)( ,

ik  – функции источников, характеризующие взаимодействие 

первой и второй компонент. Возьмем масштабы ,bw  ,b  bt  и запишем соответствие 

между размерными и безразмерными величинами: ;ttt b      ;xtwx bb   

;ibi   ;ibi www    ;)(2)( i
bb

i ktk    .2,1i Таким образом, размерные и безраз-

мерные уравнения (1) имеют одинаковую форму записи. Далее применяем следую-
щие формулы: 

 ,11 wxx   ,1122 xcwxx   ,211 wwc   .122 wwc   

Для определенности берем ,10 1  c  т. е. .12 c  Чем больше с2 отличается  
от единицы, тем сильнее проявляется двухскоростной характер данной системы. 

Функции ,1  2  представим в форме, структура которой аналогична двухкинко-
вому решению уравнения синус Гордона [13, с. 262]: 

  ,arctg 211 EE    ,arctg 212 EE   (2) 

 ,exp 11 E  ,exp 22 E  

     ,1111 trfxrf       ,2222 tsfxsf   

где  ,1f  r, ,2f  s – постоянные величины. В дальнейшем наряду с этими четырьмя 
константами применяем также  

 ,11 rfx   ,12 rfx   ,21 sfy   .22 sfy   (3) 

Вдоль линий const1   имеем 1211 Nxxwdtdx  , где N1 – скорость перемеще-

ния 1 -линии. Применяя число Маха ,111 wNM   получаем .41 2
21

2
1 xrfM   Сле-

довательно, для 1 -линии имеем сверхзвуковой процесс  12
1 M  при ;01 rf  имеем 

дозвуковой процесс  10 2
1  M  при .01 rf  Для 2 -линии справедливы аналогич-

ные выражения: const,2   ,2212 Nyywdtdx   ,222 wNM   .41 2
22

2
2 ysfM   

Значит, 12
2 M  при 02 sf  и 10 2

2  M  при .02 sf  Для записи функций источни-
ков будет применять выражения 

 ,tg 11   .tg 22   

Непосредственной подстановкой можно проверить, что решению (2) соответствуют 
зацепляющиеся друг за друга источники: 
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Данные функции обладают свойствами: если 0i  либо ,i  то ;0)( 
ik  

.2,1i  Решение (2) удобно записать в виде 

 211 EE  , 212 EE  . (6) 

В правые части формул (4), (5) входят шесть коэффициентов ,1rf  ,12a  22a  и ,2sf  ,11b  

,12b  зависящих от выбора четырех произвольных констант. Допустим, что в качестве 

исходных независимых параметров приняты  ,1f  ,2f  r, s. Тогда имеем, согласно (3), 
следующие соотношения: 

      ;414 11
2
2

2
21 bcxrf        ;414 22

2
1

2
22 acysf   (7) 

 ;2211112 yxcyxa   ;2
2

2
1

2
122 ycya   ;1122212 yxyxcb   .2

2
2
2

2
111 xcxb   

Можно поступить иначе. Допустим, что известны четыре параметра источников ,12a  

,22a  ,11b  12b  (см. (4), (5)). Вычисляем    ,12112212111 cccbcayxA    222 yxA   

   .121212 ccba  Теперь нужно учесть, что ,2
2

2
211

2
1 xcbx   ,2

2
2
122

2
1 ycay   и тогда 

     ,02
2

2
211

2
2

2
21122

2
1

2
2

2
2  cxbcxbaAcy  

     ,024
12

222
2
21122

2

1122
2
2

2
11122

2
2

2
1

2
2 



 


caAbabaAAbaAAx  

где ,022 a  011 b  и выполнено неравенство .02
1 y  Коэффициенты ,1rf  sf2  вычис-

ляем по указанным выше формулам (7).  

Распад слабого разрыва 
Физическая интерпретация решения (2), (6) состоит в следующем. В начальном 

)0( t  состоянии имеем при 0x  слабый разрыв функций  ,0,  txi  .2,1i  Слева 

от разрыва: ,0x    .xl
ii   Справа от разрыва: 0x ,    xr

ii  , причем 

   .00 )()(  xx r
i

l
i  Здесь терпят разрыв первого рода производные по координа- 

те х. При 0t  этот слабый разрыв распадается на две волны, разбегающиеся в раз-
ные стороны (рис. 1). Вправо бежит волна 0,1       ,tNx rr     ,211 xxwN r   

  .0rN  Фон перед этой волной определяется такими зависимостями (см. (6)), 
  ,11 rE       ,exp2 r

r xpxE   ,0x    ,0rp       ;112122 xwxywyp r   

 ,01 y  ,02 y  ;012 xx      ,1 21
rr Ex       .1 22

rr Ex   (8) 

 

0

N (l)
N (r)

ζ2>0 ζ1<0

ζ2=0 ζ1=0 x02  01 

01 02 

 

Рис. 1. Распад слабого разрыва на две разбегающиеся волны 
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Влево бежит волна 0,2       ,tNx ll     ,212 yywN l     .0lN  Фон перед этой вол-

ной имеет такой вид:      ,exp1 l
l xpxE   ,0x    ,0lp    ,12 lE  

     ;122112 ywyxwxp l   

 ,01 x  ,02 x  ;012 yy      ,1 11
ll Ex       .1 12

ll Ex   (9) 

На рис. 2 показан фон перед волнами возмущения, а также начальное состояние сла-
бого разрыва: ,0x  ,0t  ,2tg 11   .0tg 22   В исходной точке ,0x  0t  

имеем:  ,exp 11 txE   ;01 x   ,exp 12 tyE   ,01 y  поэтому при 0t  будет 

  ,001  x    ;00)(  xk i  .2,1i  

Неравенства ,01 x  02 x  (см. (9)) допускают дозвуковой и сверхзвуковой  

варианты: 1) ,0 1 rf   т. е. ,01 rf   ,1,02
1 M  и тогда  

  ;11  wNM r
r   

2)   ,01  fr  т. е. ,01 rf  ,12
1 M  и тогда   .1rM  Неравенства ,01 y  02 y   

(см. (8)) тоже дают два варианта: 1)   ,02  sf  т. е. ,02 sf  ,12
2 M  и тогда 

  ;12 lM  2) ,02  sf  т. е. ,02 sf   ,1,02
2 M  и тогда    .1,02 lM  Различные вари-

анты решения задач о распаде слабого разрыва в пространственно-нелокальной сре-
де изложены в [14]. 

0

θ(l)
 1  (x) θ(r)

 1  (x)

θ(r)
 2  (x)

θ(l)
 2  (x)

x

θ1,θ2

-1

1

2

 

Рис. 2. Начальное состояние двухкомпонентной системы,  
содержащей слабый разрыв 

Пример двухкомпонентной системы 
Функции источников (4), (5) заключают в себе следующие полезные варианты: 

1) ,2 1222 aa   ;2 1211 bb   2) ,4 122 rfa   ;4 211 sfb   3) ,2 112 rfa   .2 212 sfb   Здесь  

в качестве примера возьмем ,022 a  011 b  и пусть входными параметрами являют-

ся 12a  и .01 rf  Отсюда следуют формулы: ,21212 cab     ,14 2
21

2
2  crfx  

    ,2112 2
21

2
1212 xcacsf   ,2

2
2
1

2
1 ycy   ,2

2
2
2

2
1 xcx   .1211222 byxyxc   Знаки ,1x  ,2x   

,1y  2y  следует выбирать на основе физической интерпретации решения. Для боль-

шей выразительности записи формул возьмем вместо rf1  константу a
*
: 

  .14 1121  acarf  В результате имеем такие функции источников: 
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     ,1cos 11
2
11121211

4
12

)1( ccak     ;21 111  acc  (10) 

     ,1cos 22
2
22221212

4
122

)2( ccack      .21 222  acc  (11) 

Содержащиеся здесь свободные константы ,12a  a  влияют на свойства решения (2) 

посредством выражений ,1  2  (см. (3)). Для линий const1   и const2   имеем  
соответственно сверхзвуковой и дозвуковой режимы движения. Отметим еще, что 

.sgnsgn 12  aa  
Обсудим поведение этих источников в задаче о распаде слабого разрыва. Для опре-

деленности примем ,012 a  ,0a  и тогда ,011 c  .022 с  На левой границе ,02   

221   (см. (6)),  

   ,cos 1
41)1(  lAk    ;cos 2

42)2(  lAk   (12) 

     ,1212 11111
2
111112

)1( cccaAl      ;02111  l  

     .44212 2222122
2
1122

)2( cccacAl   

Функции  ,1
)( i

lA  2,1i  можно интерпретировать как амплитуды колебаний, зави-

сящие от процесса взаимодействия первой и второй компонент системы. Качествен-
ные свойства этих амплитуд показаны на рис. 3. На правой границе ,01   

221   (см. (6)), 

   ,cos 1
41)1(  rAk    ;cos 2

42)2(  rAk  (13) 

     ,1222 1111111
2
112

)1( cccaAr      ;01111  r  

     .41212 22221
2
1221122

)2( cccacAr   

 
A (1)

  l

0 0θ1

а б

1

A (2)
  l

θ1
1

 

a) б) 

Рис. 3. Нелинейные свойства амплитуд колебаний источников (12)  
на левой границе возмущенной области:  

а – для источника ;)1(

k  б – для источника )2(

k  

Качественные свойства этих амплитуд изображены на рис. 4. Из сопоставления 
рис. 3 и рис. 4 ясно, что различия между источниками проявляются именно на левой 
и правой границах. Действительно, зависимости   l

lA 1
)1(   и   ,1

)2( r
rA   относящиеся  
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к разным источникам и разным границам (рис. 3, а и рис. 4, г), обладают знакопере-
менной выпуклостью. Вместе с тем наблюдается знакопостоянная выпуклость ам-

плитуд   l
lA 1

)2(   и   ,1
)1( r

rA   причем направление выпуклости функции   r
rA 1

)1(    

зависит от интервала, в котором изменяется параметр 11с  ( рис. 4, а–в). Эти нелиней-
ные свойства амплитуд обусловлены двумя причинами: 1) различие динамических 
свойств границ 

       ,221  tt ll        ;221  tt rr  

2) взаимодействие между первой и второй компонентами явным образом зависит от 
параметра ,11с  который несет информацию о скоростях звука (константа )211 wwc   
и о свойствах источников (константа a

*
). 

Влияние нелинейных свойств функции источника на структуру генерируемых им 
колебаний и волн рассматривалось в работах [15–17]. Отметим еще, что в частном 
случае двухкомпонентной односкоростной системы  121  сc  функции (10), (11) 
можно записать в таком виде: 

  ,2cos2cos
cos4

2sin
12

2
2

112)1( 




a

k   .2cos2cos
cos4

2sin
12

1
2

212)2( 




a

k  

 )1(
rA    

0 01 1

)1(
rA )1(

rA

11

0211 с )1()2( 11  с

 

a) б) 
 

  

0 1 0 1

)2(
rA

1

1

)0()1( 11  с

)2(
rA

 
1

 

в) г) 

Рис. 4. Нелинейные свойства амплитуд колебаний источников (13)  
на правой границе возмущенной области:  

а–в – для источника ;)1(

k  г – для источника )2(

k  
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Краевая задача 
В начальном )0( t  состоянии левая и правая границы области находятся в на-

чале координат,       .000  rl xx  При 0t  источники (10), (11) генерируют двух-

скоростной процесс между разбегающимися неизвестными границами   ,tx l    .tx r  

Входными параметрами являются по-прежнему 012 a  и .01 rf  Это дает возмож-

ность вычислить все четыре константы ,1f  ,2f  r, s, входящие в решение (2), (6)  

(см. в тексте формулы, предшествующие (10)). Знаки величин ,02 sf  ,01 x  ,02 x  

,01 y  ,02 y  012 b  такие же, как и в предыдущем случае (8), (9). Неизвестными 

функциями являются  ,, txi  ,2,1i  а также координаты левой и правой границ. 

Для системы уравнений (1) в области     rl xxx ,  краевая задача должна содержать 
шесть граничных условий по отношению к координате x. Например, можно посту-
пить так. В исходной точке 0x  заданы зависимости искомых функций от времени: 

 ,0x       ;,0,0 211 txEtxEt        .,0,0 212 txEtxEt   

На левой и правой неизвестных границах искомые функции нелинейным (экспонен-
циальным и тригонометрическим) образом зависят от координат этих границ: 

   ,txx l         ,expexp 1221121 tywxytxwxx ll   

       ;2,, 21  txtx ll  

   ,txx r         ,expexp 1221122 tywxytxwxx rr   

       .2,, 21  txtx rr  

Решение этой тестовой краевой задачи дается формулами (2), (6), а скорости границ 
постоянны 

   ,212 yywdtdx l     .211 xxwdtdx r   

Данный подход позволяет анализировать в явном виде двухкомпонентную сис-
тему, в которой отношение скоростей звука 211 wwc   не обязательно малый пара-
метр: это может быть любое конечное число из интервала (0, 1). 

Контрастная система 
Рассмотрим контрастную двухкомпонентную систему, в которой 11 c  яв-

ляется малой положительной величиной. Для констант ,1f  ,2f  s (см. (2), (3)) примем 

следующие их связи с ε: ,11 rrf   ,22 rf   ,1ss   т. е. теперь работаем с ,1r  ,2r  1s  

вместо ,1f  ,2f  s: 

 ,211 rrx   ,12 rx    ,121 sry    .122 sry   

Эти выражения следует применять при подсчете волновых координат ζ1, ζ2.  
Далее находим 

     ;2 2
2112  rsra   ;2

22 a        ,2 2
1212112  srrsrrb  (14) 

      ,44 2
1

2
1

2
11  rrrrb     ,2

1
2

1  rrrrf   .2
2 sf  
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Удерживая в (14) только невозмущенные по ε значения этих коэффициентов, по-
лучаем из (4), (5) следующие функции источников 

     ,2sin 2112
2)1(  Ark      ,2sin

4 2121

2
12)2( 







 A

r
rk   (15) 

  .1coscos 212
2

1
2

12 AA   

Такая форма записи выразительно демонстрирует различия нелинейных свойств ам-
плитуд  2112 ,A  и  ,, 2121 A  удовлетворяющих связи .12112 AA  Здесь 2r  и 2

1r  – 
свободные параметры источников (15). Для задачи о распаде слабого разрыва скоро-
сти границы определяются значениями чисел Маха: 

       ,41 2
2121

2  rsrsM l        .О41 12
1

222  rrM r  

Заключение 
Двухкомпонентная двухскоростная система (1) с источниками (4), (5) имеет точ-

ное решение (2), (6), содержащее четыре свободные константы. Выбор этих констант 

дает возможность строить функции источников )1(
k , )2(

k  различной аналитической 

структуры. Получено решение задачи о распаде слабого разрыва на две волны, разбе-
гающиеся в разные стороны (рис. 1, 2). Определены дозвуковой и сверхзвуковой ре-
жимы распространения волн. Выполнен подробный анализ зацепляющихся друг  
за друга источников (10), (11) и указаны нелинейные свойства их амплитуд (12), (13), 
(рис. 3, 4). Представлена тестовая краевая задача в области с неизвестными подвиж-
ными границами. Дан пример контрастной системы, для которой скорости звука  
в первой и второй компонентах сильно различаются. 
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